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Prologo

Este documento esta constituido por unidades tematicas que abarcan
multiples aspectos de la Fisica, la Matematica y la profunda conexion
entre ambas. Dichas unidades no tienen por qué guardar relacion
entre si, hasta el punto de que han podido redactarse con varios anos
de separaciéon temporal. Es por ello que no se caracterizan por una
unica perspectiva fisico-matematica, ni tampoco por un estilo o
formato uniformes, sino que deben reflejar la evoluciéon en la
mentalidad y conocimientos del autor.

Se pretende que, gradualmente, este documento vaya llenandose de
contenido. Futuras actualizaciones, ademas de afiadir nuevos temas y
secciones, corregiran o alteraran de manera mas o menos sutil lo que
ya formaba parte de versiones previas. El lector queda invitado a
trasladar sus valoraciones, criticas o no, a través de correo electronico
o cualquier otro medio por el que pueda comunicarse con el autor.
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1. Un alegato en defensa de los tensores en Fisica

La Fisica es una disciplina tensorial.

MiGUEL ANGEL HERNANDEZ ALAEZ

Antes de nada, notar que:

Los escalares son objetos cuya representacion es la misma, un 'ntmero’, en todas

las bases. Los escalares son tensores de orden cero.

= Los vectores son objetos cuya representacién en una base dada es un array unidi-
mensional de ‘'ntimeros’ (una matriz fila o columna). Los vectores son tensores de

orden uno.

= Los tensores de orden dos son objetos cuya representacién en una base dada es un

array bidimensional (una matriz cuadrada).

Y del mismo modo con tensores de orden tres y superior.

Los tensores son, en algiin sentido, una generalizacién de los escalares y vectores, que,
en efecto, son casos particulares de estos. Por eso, todas las consideraciones fisicas gene-

rales sobre tensores se aplican a escalares y vectores.

¢Por qué son los tensores ttiles en fisica? El objetivo tltimo de los fisicos y filésofos na-
turales es aprehender el universo a la escala mas fundamental posible. Esto bien podria
ser una meta fuera del alcance de nuestra especie, o incluso cabe la posibilidad de que
la naturaleza sea fundamentalmente inaprehensible. Realmente, apenas si disponemos
de modelos matematicos que predicen el resultado de experimentos con cierto grado de
aproximacion, y que solo son validas hasta escalas de energia finitas. Los fisicos tedri-
cos se jactan de que disponen de teorias fundamentales como la relatividad general o
la teoria cudntica de campos. ;Pero como podemos estar tan seguros de que nuestros
modelos captan siquiera un apice de la estructura fundamental del cosmos, si es que tal

cosa existe? No hay manera de saberlo. Nadie antes del advenimiento de la relatividad
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especial habria imaginado que la mecanica newtoniana acabaria siendo remplazada por
un constructo de la cual esta es solo un limite de bajas velocidades. Algunos atribuyen
(erréneamente) a Lord Kelvin la creencia de que todo lo que quedaba por hacer en la
fisica a finales del siglo XIX era computar predicciones con mds cifras significativas y
efectuar mediciones més precisas. Paralelamente, en la actualidad se piensa que goza-
mos de una descripcion satisfactoria de tres de las cuatro interacciones fundamentales.
(Pero son estas, en un sentido categorico, las interacciones fundamentales? Més preo-
cupante resulta que en las tltimas décadas no hemos progresado en el entendimiento
esencial del mundo. La teoria de cuerdas, que en sus albores fue declarada la prome-
tida gran teorfa unificada de la gravedad y el resto de fuerzas, sigue sin dar fruto. El
paradigma de conocimiento aceptado, en lo que a la fisica més tedrica respecta, no ha
sufrido apenas cambios en los tltimos 50 afios. Y, a pesar de ello, las nuevas generacio-
nes siguen lanzandose al estudio de la teoria de cuerdas, la supersimetria y otras ideas
especulativas absolutamente carentes de verificaciéon experimental. ;Estamos haciendo

las cosas bien?

De este elongado discurso que poco o nada tiene que ver con el objetivo del presente
curso, hemos de quedarnos con la idea de que es bueno construir nuestros modelos y
descripciones de la naturaleza empleando objetos tan fundamentales como se pueda,
desde un punto de vista fisico, puesto que en general nos aproxima a ese objetivo ulti-
mo que hemos esbozado en el pérrafo anterior y facilita la comprensién conceptual de
la teoria, la torna mas transparente. Sean A y B dos magnitudes fisicas u observables,
esto es, cosas que se prestan a la medicion. Los distintos observadores o sistemas de
referencia inercialesﬂ estdn facultados para mesurar A y B de manera independiente. Se
comprueba entonces que todos los observadores estdn de acuerdo en lo que vale A, mas
no asi con B. Concluiremos pues que, a diferencia de B, la mangitud A es independiente
del observador. Parece sensato asignar una existencia fisica genuina solo a aquellos obser-

vables que son como A. ;Por qué? Ya en 1632, el italiano Galileo Galilei afirmé que no es

!Nos limitamos a observadores inerciales en la presente discusién solo por simplicidad. Todo lo dicho

aqui es extensible a observadores en cualquier estado de movimiento.
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posible distinguir mediante experimentos de caracter mecénico el estado de movimiento
de un sistema que se desplaza con velocidad constante. Y, algo menos de tres siglos mds
tarde, Einstein ampli6 este principio a toda clase de fenémenos fisicos, en ausencia de
gravedad, haciendo de este uno de los dos postulados de la teoria de la relatividad espe-
cial. En suma, todos los observadores inerciales perciben la misma fisica. Esta oracién, concisa
y rotunda, hace resonar el timpano de los fisicos tedricos, que vislumbran (o quieren ver)
en ella el paradigma de principio fundamental de la naturaleza. Guiados por esta doctri-
na, nos sentimos compelidos a desterrar de nuestras teorias a aquellas magnitudes que
son como B, ya que, en virtud del principio de relatividad, no encierran contenido fisico
alguno. Lo que solia ser enrevesado e indecoroso se vuelve elegante y claro al pasar a un
modelo basado en objetos matematicos como A que no dependen del observador. Pues

bien, estos objetos son tensores.

A continuacién, discutiremos algunos ejemplos bien conocidos de magnitudes que son
como A o como B. Pensemos en la energia cinética de un cuerpo. Un observador en
reposo con respecto al cuerpo asignaria a este una energia cinética nula, mientras que
desde un sistema de referencia que se mueve en relacién al cuerpo se diria que este
posee una energia cinética distinta de cero. Por tanto, la energfa cinética es como B.
Sin embargo, todos los observadores, con independencia de su orientacién o estado de
movimiento, miden, en mecanica prerrelativista, las mismas altura o anchura del cuer-
po. Més generalmente, la distancia entre dos puntos o la separacién temporal entre dos
eventos son observables del estilo de A. Este hecho, de apariencia trivial e inocente, de-
ja de ser cierto cuando damos el salto a la relatividad especial. Distintos observadores
inerciales perciben diferentes separaciones espaciales y temporales como consecuencia
de las archiconocidas contraccién de longitudes y dilatacion de tiempos. Un observable
que si es independiente del observador tanto en mecdnica newtoniana como einsteiniana

es la masaﬂ de una particula. Todas estas magnitudes que no dependen del observador

2En algunos tratados antiguos sobre relatividad especial se define la masa relativista, que si depende de
la velocidad relativa entre particula y observador. Este concepto obscurece mds que ilumina y acab6 por

desecharse (aunque todavia hay quien se aferra a él). En la actualidad, la masa (que antes era llamada
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vienen representadas por un tnico valor numérico, es decir, son tensores de orden cero o
escalares. Asi, masa, longitud y altura del cuerpo son escalares, mientras que la energia
cinética no lo es, a pesar de que todas ellas toman la forma de nimeros cuando son

medidas por un observador.

Como es bien sabido, no todos los observables son escalares. La velocidad, por ejemplo,
no es un escalar pues su representacién en un sistema de referencia dado consta no de
un tnico nimero sino de una ristra de niimeros, i.e. una matriz fila o columna. Esto nos
tienta a pensar que la velocidad podria tratarse de un vector. No obstante, la velocidad
depende manifiestamente del estado del movimiento de quien la cuantifica. El ejemplo
canodnico de vector en fisica (o tensor de orden uno), de acuerdo con nuestras definiciones,
es la fuerza ejercida sobre una particula en un sistema de referencia inercial (o, equiva-
lentemente, su aceleracién). De hecho, el contenido explicito del principio de relatividad
de Galileo no es sino que la segunda ley de Newton F = ma es igual para todos los
observadores inerciales. ;Qué significa exactamente que F sea un vector? En el caso de
las magnitudes escalares la respuesta era directa: Los escalares son aquellos observables
que toman el mismo valor numérico en todos los sistemas de referencia. Es por ello
que a los escalares se les conoce también como invariantes. Con los vectores no sucede
exactamente lo mismo, puesto que la representacién de un vector si es formalmente de-
pendiente del observador. Piénsese en una particula moviéndose en el plano sobre la
que acttia una fuerza en la direccién del eje x. Cierto observador tendria a bien asignar
a la citada fuerza las coordenadas (F,0). Imaginemos un segundo sistema de referencia
que esta rotado 180° respecto del primero, de manera que la fuerza es vista apuntando
en sentido contrario. Se sigue que aqui la fuerza vendria dada por (—F,0). Por tanto, en
oposicién a lo que acaecia con los escalares, un vector asume diferentes representaciones
coordenadas segun el observador, y por eso no es un invariante absoluto. Ahora bien, el
vector, como entidad geométrica, es invariablemente el mismo, con completa independen-

cia de quien lo observe. Lo tinico que estd cambiando es la perspectiva del observador.

masa en reposo para diferenciarla de la relativista) se interpreta como una propiedad intrinseca de cada

particula.
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Y esto se aplica igualmente a observadores que se mueven con velocidad constante. Por
contra, la velocidad no es un vector. Prueba clara de ello es que (en mecanica prerre-
lativista) siempre es posible encontrar un observador respecto del cual la velocidad de
una particula concreta es cero, mientras que una magnitud tensorial, como la masa o la
fuerza, o es nula en todos los sistemas de referencia o no lo es en ninguno. El que la re-
presentacion en coordenadas se transforme de forma adecuada para preservar el vector

como ser geométrico es lo que en fisica, en lugar de invariancia, se denomina covariancia.

¢(Coémo entronca lo anterior con el tratamiento de escalares y vectores desde el punto
de vista del 4lgebra lineal? Recordemos que los espacios vectoriales admiten multiples
bases. Con respecto de cada base, un mismo vector abstracto queda ligado a distintas
representaciones coordenadas. Concretamente, sean {ey,...,e,} v {&1,...,8,} dos bases
de un espacio vectorial V. El vector v € V se escribe como combinacién lineal de los

elementos de las dos bases

Los ntimeros v' y ¢ son las coordenadas de v con respecto a las bases {ey,..., ey} y
{é1,...,8n}, respectivamente. A pesar de que las coordenadas no coinciden, definen el
mismo vector, pues este trasciende todo el asunto de bases y coordenadas. Los vectores
en un espacio vectorial gozan de una existencia por completo independiente de que eli-
jamos o no una base en la que representarlos. Como se verd, algo andlogo ocurre con
tensores de orden superior. Y esto nos recuerda inevitablemente a las magnitudes fisicas
que son como A. Ciertamente, cada observador o sistema de referencia inercial lleva asociado
de forma natural un conjunto de ejes, esto es, una base de un espacio vectorial que modeliza el
espacio o espaciotiempo fisicos. Las magnitudes como A, que son independientes del obser-
vador, es decir, de la base, estin pidiendo a gritos ser encarnadas en el modelo matemdtico por
escalares, vectores, tensores de orden superior y demds objetos geométricos, que por definicién

incorporan la propiedad fundamental de existir més alla de los sistemas de referencia.

En un espacio vectorial, los elementos del cuerpo se comportan como escalares bajo cam-
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bios de base. ;Qué nimeros hay en un espacio vectorial que no permanecen invariantes
al pasar de una base a otra? Claramente, las coordenadas (o componentes) de un vector
cualquiera. Si se toma una de estas componentes por separado, mutard con el cambio
de base. Estas consideraciones podrian arrojar luz sobre la naturaleza de las magnitudes
tisicas que son como B. ;Tal vez la energia cinética, por ejemplo, sea en verdad la com-
ponente de un vector y por eso no se preserva al cambiar de observador? La respuesta es
afirmativa. Energia y cantidad de movimiento constituyen en el &mbito de la relatividad
especial un solo vector (de cuatro componentes). De igual modo tiene lugar con la longi-
tud de los cuerpos o las separaciones temporales entre eventos. De los postulados de la
relatividad se desprende que tanto las distancias espaciales como las temporales no son
sino componentes de un objeto geométrico que combina espacio y tiempo, el intervalo
espaciotemporal. Y de ahi que tengan lugar la contraccién de longitudes y la dilatacién de
tiempos, que no son otra cosa que la transformacién de las coordenadas de un vector (de
cuatro componentes) cuando se modifica la base. Puede verse que esta transformacién
es tal que si la velocidad relativa de los observadores inerciales es despreciable frente a
la de la luz, como es propio de nuestra vida cotidiana, longitudes y tiempos son esen-

cialmente invariantes y se recupera la relatividad galileana.

Para cerrar esta introduccion, presentaremos un caso especialmente relevante de tensor
de segundo orden en fisica. Todo aquel que ha estudiado los rudimentos de electromag-
netismo en el instituto o los primeros cursos del grado ha debido aceptar que el campo
eléctrico y el campo magnético son magnitudes vectoriales. Ocasionalmente, el aprendiza-
je, sobre todo si requiere elevar el grado de abstraccién, como acostumbra a pasar en
matematicas y fisica, procede por medio del olVidoEl En verdad, en verdad os digo: jLos
campos eléctrico y magnético no son vectores! Y lo pondremos de manifiesto a través de
un sencillo gedankenexperimentﬁ de esos que tanto gustaban a Einstein. Imaginemos una

carga eléctrica que se desplaza con velocidad constante. Por poseer carga eléctrica, esta

Decia Platén en su teoria de la reminiscencia que aprender es recordar. Aqui estamos sugiriendo que, al

menos a veces, aprender es olvidar.
“Experimento mental.
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produce en sus inmediaciones un campo eléctrico. Y por poseer carga eléctrica y ademaés
hallarse en movimiento, genera asimismo un campo magnético. jO eso experimenta un
observador en las citadas condiciones! Invoquemos un segundo sistema de referencia
inercial que se mueve a la misma velocidad que la carga. Con respecto de este, la carga
estd en reposo. Y asi es como el fantasmagoérico campo magnético se desvanece sin mas
que alterar nuestra cinematica. La conclusion es traumaética, pero indubitable: El campo
magnético no contiene realidad fisica. No hay un campo magnético si el experimentador de
turno no lo mide con un tesldmetro, exactamente de la misma forma que un vector no
recibe un conjunto de coordenadas hasta que se fija una base. El campo eléctrico en esta
situacion tampoco se transforma como un vector, dado que el campo eléctrico de una
carga en movimiento es fisicamente distinto del de una carga en reposo. Mostrar que el
campo eléctrico puede anularse mediante un cambio de observador es més arduo, dada
la hipotética inexistencia de monopolos magnéticos. Este tipo de cavilaciones condujo a
Einstein a su teoria de la relatividad especial, y es por eso que el articulo en el que la

postul6 se titula Sobre la Electrodindmica de los Cuerpos en Movimiento.

iMas algun atisbo de realidad fisica habrdn de esconder los fenémenos electromagnéti-
cos! En efecto, pero dicha realidad nace de la simbiosis de los campos eléctrico y magnéti-
co. Son dos caras de una tinica moneda, el campo electromagnético. Mencionamos anterior-
mente que la energia o la longitud eran componentes de una estructura geométrica
mayor, en su caso sendos vectores. Se arguye que los campos eléctrico y magnético son
igualmente las componentes de un tensor de orden dos antisimétrico que en coordenadas

respecto de un observador-base adquiere el aspecto de una matriz cuadrada

0 Ey Ey Es
—-E; 0 —Bs B
—E, Bs 0 —-B;
—E3; —By, B 0

siendo E;, B; las componentes de los campos eléctrico y magnético, respectivamente.
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2. Tensores en un espacio vectorial

2.1. Comentarios previos

Usaremos y abusaremos del convenio de suma de Einstein, que consiste en omitir todo
sumatorio que se preste a omisién (hay quien va por ahi ensefiando que uno de los
principios no escritos de todo fisico es que cuanto menos tinta haya que derramar, mejor).
Porque si, a veces se peca de omisién y otras veces, de redundancia y petulancia (como
podria usted pensar de mi mientras lee este ampuloso y a veces inane texto). En fin, que,
en el trajin tensorial, (casi) siempre que hay indices repetidos, uno arriba y otro abajo,
se estdn sumando desde 1 hasta la dimensién del espacio vectorial. Solo con percibir
esta disposicién indicial basta para entender que hay una suma, y quitando la ¥ nos
ahorramos un poco de tinta y/o esfuerzo manual y otro tanto de fotones negros (o del
color que a vd. més le guste) que salen del sumatorio e impactan contra nuestra retina

(en realidad no, no existen los fotones negros). Escribiremos, pues
Zvlei = vle;
i
O, incluso

...l R Qe QN @@ el = T QR RN R
Y THY e ® 0@ @ STV, e @@t @ ©k
VR0 s R
Nos limitaremos a lo largo del tema al estudio de tensores sobre espacios vectoriales

reales, aunque todas las nociones presentadas pueden extenderse directamente a espa-

cios vectoriales sobre otros cuerpos, como el de los nimeros complejos.

Con la notacién (g;j), siendo g;; una coleccién de ntimeros, aludiremos a la matriz cuya

entrada 7, j—ésima es gj;.

2.2. Espacio vectorial dual

Antes de enunciar la definicién general de tensor, consideraremos algunos casos par-
ticulares que ya nos son familiares. Todas las estructuras que se tratan a continuacién

Acosto 2020 = f42rodim@uco.es



Martin de la Rosa

estdn edificadas sobre un espacio vectorial abstracto V' de dimensién finita y sobre su
espacio dual. A pesar de que el estudio de estos conceptos pertenece a la asignatura
Algebra Lineal y Geometria I, damos aqui, en afén de hacer de esta una referencia com-
pleta, las definiciones y resultados que méas adelante necesitaremos en la construccién

de tensores.

Definicién 2.2.1 Sea V un espacio vectorial real. El espacio vectorial dual de V es el con-
junto

V*={a:V — R lineal }

dotado de las operaciones suma (+) y producto por escalar () dadas por

(a+p)(v) =a(v)+B(0) apeViveV

(Ax)(v) = Aa(v) n,eViveV, LeR

El espacio dual se compone, por tanto, de aplicaciones lineales que engullen vectores y
excretan nimeros realeﬁ Es facil ver que la anterior estructura satisface todos los axio-
mas de la definicién de espacio vectorial. De hecho, si dim V = n, entonces dim V* = n,

como probamos a continuacién:

Proposicién 2.2.1 Sea B = {ey,...,ey} una base de V. Existe una (y solo una) base

de V*, B* = {e!,...,e"}, cuyos elementos verifican

ei(ej) = (5ij

"Mads generalmente, los elementos del espacio dual son aplicaciones lineales de V en K, donde K es el

cuerpo sobre el que se sustenta el espacio vectorial.
®Es habitual encontrar en libros y otros textos la aplicacién

(-,):V*xV —R
a,v— {a,v) = a(v)

bajo el nombre de natural pairing. Ademads de ser lineal en sus dos entradas, es no degenerada, es decir,
VxeVi(a,x)=0<=a=0yVBeV":(Bv)=0<=v=0.
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En consecuencia, dim V* = dim V. B* se llama base dual de B

Demostracién: En general, una aplicacién lineal f : V — W queda completamente es-
pecificada cuando se da su imagen bajo los elementos de una base cualquiera de V. Asi
es precisamente como estamos definiendo los objetos €', lo que establece su existencia y

unicidad.

Queda comprobar que B* es una base. En primer lugar, veamos que es sistema de gene-

radores. Tomamos &« € V* y v € V. En la base B, v se expande como
v = vle;
entonces, aprovechando la linealidad de a
w(v) = a(v'e;) = v'a(e;)

Llamando «; = a(e;), tenemos

ya que
é'(v) = ei(vjej) = vjei(e]') = vféi]. =
Como v, « son arbitrarios, hemos deducido que

Vo € V5o = e

lo que certifica que B* es un sistema de generadores de V*. Para finalizar, B* es un
sistema libre, i.e. estd formado por vectores linealmente independientes. En efecto, su-
pongamos que

‘B:/\ieizo Ai€R

Evaluando B en los elementos de la base B resulta f(ej)) =0 == A;=0V; B

A continuacién, estudiaremos el cambio de base en el espacio dual. Recordemos que,
dadas dos bases B = {¢;}, B = {¢j} de V, las coordenadas de un mismo vector x € V
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respecto de las bases B, B estan relacionadas por medio de la matriz de cambio de base

(B, B) como sigue

o bien, llamando a;'. a las entradas de la matriz .# (B, B)

¥ = alxl
X a]x

Se tiene el resultado:

Proposicién 2.2.2 Sean B, B dos bases de V y B*, B*, las correspondientes bases duales. La

relacion entre las coordenadas de una forma o € V* respecto de sendas bases viene dada por

donde a{ son las entradas de .# (B, B)!

Demostracién: Denotemos B* = {¢'};, B* = {#/};. La igualdad
7 = a{xi
es equivalente a (véase la demostracion de la proposicién anterior)
&(x) = a{:ei(x)
Dado que esta relacién es cierta Vx € V, se sigue la igualdad entre aplicaciones
& = a{:ei

Tomamos ahora una forma « € V*. Como buen objeto geométrico, ha de ser indepen-

diente de las coordenadas elegidas para expresarlo. Por tanto

Utilizando la relacién entre ¢’ y &/

R R
ne = [JC]E = (x]az.e
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luego
(a; — Ec]-aj)ei =0

i

Ahora bien, los n vectores e’ son linealmente independientes, con lo cual

o —&jllg =0= o = a;ﬁé]‘

A priori, los constituyentes de V' y V* no parecen tener demasiado en comun. Es cierto
que los dos objetos son vectores en el sentido abstracto. Sin embargo, las formas son
aplicaciones lineales y los elementos de V, no. ;O quiza si? Intuitivamente, es facil ver
que un vector (de V) adquiere de manera natural el cardcter de aplicaciéon lineal en

presencia del espacio dual. Sean x € V,a € V*. Definimos

Asi, hemos construido una aplicacién x : V* — R bien definida y manifiestamente

lineal, ya que, sia, p € V*, a,b € R
x(ax +bp) = (an +bB)(x) = an(x) + bp(x) = ax(a) + bx(B)

Siendo algo mads rigurosos, lo que acabamos de hacer no es sino identificar x € V con
un elemento del dual del espacio dual, conocido como espacio bidual, x € V**, quien,
por definicién, es una aplicacion lineal x : V* — IR. Esto es posible gracias a la exis-
tencia de un isomorfismo lineal entre V' y V** que, ademads, resulta ser candnico o natural,
es decir, su construccién no requiere especificar bases y coordenadas (a diferencia del
isomorfismo lineal cartesiano entre dos espacios vectoriales de igual dimensién). V' 'y V**
son, a nivel de espacios vectoriales, estructuralmente idénticos, lo que legitima hablar

indistintamente de vectores o formas lineales sobre el espacio dual.

Proposicién 2.2.3 (Teorema de reflexividad) La aplicacion ® : V. — V** dada por
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es un isomorfismo lineal.

Demostracion:

1. ;@ estd bien definida? ;Hace corresponder un elemento de V a un solo objeto del
bidual? Afirmativo, pues la imagen de ®(x) € V** sobre cualquier « € V* queda

univocamente especificada.
2. ;D es lineal? Afirmativo. Véase la discusion previa al enunciado del teorema.
3. ;P es inyectiva? Afirmativo, pues
P(x)=0<=Va:[P(x)](a) =0<=Va:a(x) =0<=x=0

se sigue que ker ® = {0}, lo que, para aplicaciones lineales, equivale a la inyectivi-

dad.
4. ;P es sobreyectiva? Afirmativo. En virtud de la férmula de las dimensiones
dim V = dim ker ® + dim Im®

Del tercer punto se desprende que dimker ® = 0. Ademas, la dimensién de un
espacio vectorial finitamente generado coincide con la de su despacio dual (propo-
sicién 2.2.1), y también con la de su espacio bidual, ya que este es el dual del dual

del susodicho espacio. De este modo
dim V** = dim Im®

Como quiera que Im® es un subespacio vectorial de V** con la misma dimensién

que el bidual, ha de ser In® = V**, esto es, la aplicacién es sobreyectiva.

En suma, @ es un isomorfismo lineal, y ademds es canénico pues su construccién no

supone especificar una base B

Del teorema de reflexividad se desprende que todo vector v € V' es naturalmente equiva-
lente a ®(v) € V**. En lo que sigue, abusaremos de la notacién remplazando ®(v) por

0.
Acosto 2020 = f42rodim@uco.es



Martin de la Rosa

2.3. Concepto abstracto de tensor

A la luz de las elucubraciones expuestas en la secciéon anterior, sabemos de la existencia

de dos tipos de entes fundamentales:

» Los elementos del espacio vectorial o vectores, que por medio del isomorfismo de

dualidad (proposicion [2.2.3) se identifican con aplicaciones lineales v : V* — RR.

» Los elementos del espacio dual, conocidos como formas lineales o covectoresﬂ es

decir, aplicaciones lineales a : V. — RR.

Uno de los recursos por el que la matemadtica (amén de la fisica) prospera es la uni-
ficacién de varias nociones aparentemente dispares en una sola. En lugar de construir
sendas teorias matematicas para vectores y covectores, resulta mucho més econémico e
iluminador percatarse de que estos son casos particulares de una estructura mas general,
los tensores, cuya definicién conoceremos en breve. Es pues deseable elaborar una teoria
que abarque todas las clases de tensores, ganando en potencia y generalidad y ahorran-

do en papel y tinta.

Muy resumidamente, el proceso intelectivo por el cual se da el salto de vectores y co-
vectores a tensores es el siguiente. Cambalacheando con los espacios vectoriales hemos
hallado aplicaciones linealeﬂ que mandan elementos de V y de V* a niimeros reales.
¢Por qué no considerar entonces aplicaciones lineales que toman varios elementos de V
y devuelven un real, i.e. cuyo dominio es el producto cartesiano V x --- x V? ;O bien,
aplicaciones lineales que se evaltian en cierto ntimero de covectores para dar un ntimero,
o sea, con dominio V* x --- x V*?Y ya que estamos en ello, ;por qué no combinar estos
dos casos y considerar dominios dados por productos de unos pocos V' y otros tantos
V*? He aqui en qué consiste un tensor: no es sino un mapa que se abastece de s vectores

y r covectores para producir un niimero real y que es lineal en cada una de las entradas.

"No olvidemos que los covectores son también vectores en tanto que pertenecen a un espacio vectorial, el

espacio dual.
8M4s técnicamente, se habla de aplicaciones multilineales, aludiendo a aplicaciones con més de una

entrada que son lineales en todas ellas.
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Especificamente, tal objeto constituye un tensor r—contravariante y s—covariante, o, de

forma abreviada, un tensor de tipo (r,s).

Evidentemente, lo que motivé la introduccién de los tensores desde un punto de vista
histérico es muchisimo mds complejo que la cadena argumentativa del anterior pérrafo.
Antes de enunciar la definicién general de tensor ya habian aparecido en matematicas
otros ejemplos de tensores, siendo especialmente prominente el formidable tensor 2-
covariante que es el producto escalar, el cual presentaremos posteriormente, asi como
varios objetos fisicos semejantes a los tensores mateméticos como el tensor de esfuerzos
o el tensor de inercidl Si bien la historia detrés de la formalizacién de los tensores
en matematicas y su ingente aplicacién a la fisica es compleja e interesante, no nos
detendremos aqui a tratarla so pena de desviarnos sensiblemente de nuestra meta, que

es definirlos y estudiarlos:

Definicién 2.3.1 Sea V un espacio vectorial real. Un tensor r—contravariante, s—covariante
es una aplicacion
T:V'x..DxV'xVx..DxvV-—R

1 r 1 r
a, ..., 0, 05— T(ar,...,0",01,...,0) €ER

que es lineal en todos sus argumentos, esto es, dados «,f € V*, A, u € R, para cualquier

argumento contravariante

T(ocl,...,)ux—|—y/5,...,ocr,vl,...,vs) = /\T(ocl,...,a,...,ar,vl,...,vs) +
—|—]/tT(0c1,...,ﬁ,...,ar,vl,...,vs)

Yy, dados v, w € V, para cualquier arqumento covariante
T(al,...,a",01,..., Ao+ yw,...vs) = AT(a},...,a",01,...,0,...05) +

1
+uT(a,..., &, 01,...,0,...,05)

INétese que se ha empleado el sintagma adjetival semejantes a los tensores matemdticos para describir al
tensor de esfuerzos y al tensor de inercia, que, a pesar de incluir el término tensor en sus titulos, no son,

en un sentido estricto, tensores.
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Por muy abstracta que pueda parecer la definicién lo cierto es que hemos vivido ro-
deados de tensores sin apenas si ser conscientes de ello. Enumeramos algunos ejemplos

de tensores cotidianos:

» Las formas lineales o covectores, al ser aplicaciones lineales « : V — IR, se co-
rresponden con tensores 1—covariantes (y 0—contravariantes) o de tipo (0,1), pues

entre sus argumentos se cuentan un vector y cero covectores.

» Los vectores, al ser aplicaciones lineales & : V* — IR, se corresponden con tensores
1—contravariantes (y 0—covariantes) o de tipo (1,0), pues entre sus argumentos se

cuentan un covector y cero vectores.

» Los escalares o elementos del cuerpo R son tensores de tipo (0,0), ya que no
necesitan ser evaluados en ningtin vector o covector para producir un namero real.

Al menos, se toma asi por convenio.

» Vamos con ejemplos algo mds elaborados. En el contexto del algebra y geometria

lineales es habitual enfrentarse a formas bilineales, que son aplicaciones
g:VxV—7R

respetando linealidad en sus dos entradas. De la definiciéon tenemos que las
formas bilineales son exactamente lo mismo que los tensores 2-covariantes o de
tipo (0,2). Entre todas las formas bilineales destacan los productos escalares, tensores
2-covariantes simétricos y no degeneradoﬂ Daremos buena cuenta de los pro-
ductos escalares més adelante. Si nos detenemos a mencionar que un tensor se
dice simétrico en dos argumentos dados del mismo tipo (dos lugares ocupados por
vectores o por formas linealesﬂ si la imagen no se ve afectada por intercambiar los

inputs alojados en dichas entradas. Por ejemplo, un tensor 2-covariante (o forma

19La definicién de producto escalar que proporcionamos aqui es propia del dmbito de la geometria. En

analisis, entre otros, se acostumbra a pedir que g sea ademads definido positivo.
Evidentemente, no tiene sentido hablar de simetria entre una entrada vectorial y una entrada covec-

torial. Asi, un tensor de tipo (1,1), que es una aplicaciéon T : V* x V — R, nunca podrd ser simétrico

porque T(a,v) tiene sentido pero T(v,«), no, siendo v € V,a € V*.
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bilineal) T es simétrico (en las dos tnicas entradas que tiene) si T(v, w) = T(w, v)

para cualesquiera vectores v, w.

» El determinante de k vectores, det(vy,...,v;), conocido desde los estudios de ba-
chillerato, es un tensor k—covariante al alimentarse de k vectores y ser lineal en
todas sus entradas. Mds atin, se trata de un tensor completamente antisimétrico. Para
empezar, un tensor se dice antisimétrico en dos entradas de igual tipo si siempre
que se intercambian sus elementos de entrada el resultado sufre un cambio de
signo. Para el caso particular del tensor 2-covariante T, esto se traduce en que
T(v,w) = —T(w,v) para cualesquiera vectores v, w. Si un tensor cuyas entradas
son de igual tipo es antisimétrico en todas las parejas de entradas, se le llama
completamente antisimétrico, y esta es la propiedad que caracteriza al determinante.
Estudiaremos asimismo los tensores k—covariantes{ﬂ completamente antisimétri-

cos con mayor fruicién en un apartado futuro.

» Aportamos, para terminar, un ejemplo de tensor mixto, i.e. que tiene al menos una
entrada covariante y otra contravariante. Sea f : V — V un endomorfismo (una

aplicacién lineal cuyos dominio y codominio coinciden). Se define
Ty : VixV —R

Tr(w,0) = a[f(0)]
y se comprueba facilmente que Ty es lineal en sus dos argumentos. Por consiguien-
te, T es un tensor de tipo (1,1). Mds atin, se demuestra que el mapa que asigna f
a Ty es un isomorfismo lineal (canénico), por lo que especificar un endomorfismo

de V es equivalente a dar un tensor (1,1) sobre V.

Por otra parte, existen cuantiosos tensores relacionados con nuestra modelizacién de
la naturaleza. Nombramos unos pocos para abrir boca al lector de inclinacién fisica.

Adelantamos que, en un contexto fisico, en muchos casos (mas no siempre) el espacio

12Ge podria efectuar un estudio absolutamente andlogo para los tensores k—contravariantes antisimétri-
cos, pero, por costumbre (y porque el determinante, que es un objeto con mucha presencia, es covariante),
se propende a trabajar con el otro caso.
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vectorial estd dotado de un producto escalar, y, en presencia de este, surgen isomorfis-
mos lineales candnicos que facultan la identificaciéon de tensores de distinto tipo pero
igual orden, que serd como nos referiremos al nimero de argumentos de un tensor. Ver-
bigracia, un tensor de tipo (2,3) es de orden 2 + 3 = 5. Como deciamos, a través de
estos isomorfismos, a cada tensor de tipo (0,2) se asocia uno de tipo (1,1) y otro de tipo
(2,0), puesto que todos ellos poseen el mismo orden, y asi mas generalmente. Por este

motivo, en fisica se suele establecer el orden de un tensor pero no su tipo.

n El tensor de Faraday o tensor de campo electromagéntico .# es un tensor de orden 2
que unifica los campos eléctrico y magnético (entes no tensoriales, no fisicos). Uno
puede expresar todo el electromagnetismo cldsico (en particular, las ecuaciones de
Maxwell-Hertz) en clave de .#, construyendo de este modo la formulacién (manifies-

tamente) covariante del electromagnetismo.

» Es sobradamente sabido que la curvatura del espaciotiempo es el trasunto de la
interaccién gravitacional en relatividad general. Esta curvatura viene codificada
por el tensor de Riemann (o tensor de curvatura), que resulta ser un tensor de orden 4

y que tipicamente se encuentra en sus formas (1,3) o (0,4).

» A partir del tensor de Riemann, mediante un proceso conocido como contraccién
que definiremos posteriormente, se construye el tensor de Ricci Ric, un tensor de

orden 2, en principio de tipo (0,2).

» Combinando el tensor de Ricci con un segundo tensor 2—covariante, el producto
escalar g, definimos
¢ = Ric — %S g
donde S es el escalar de curvatura, resultante de aplicar la contraccién al tensor
de Ricci. ¢ recibe el nombre del tensor de Einstein, la pieza fundamental en sus

ecuaciones de campo de la relatividad general.

» Si el tensor de Einstein solo contiene informacién relativa a la geometria del es-
paciotiempo, el otro miembro de las ecuaciones de Einstein, el tensor de energia-

impulso 7, es también un tensor de orden 2 y depende exclusivamente del con-
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tenido energético (materia, presiones, etc.) del espaciotiempo en cada punto. La
ecuacion de Einstein es una ecuacion de fuentes para la geometria del espaciotiem-
po, siendo las fuentes estos fenémenos energéticos. En términos mas mundanos, la
existencia de cualquier cosa con energia en un punto altera la geometria en torno

a ese punto. Esta ecuacion se escribe
G =xT

siendo ¥ una constante de proporcionalidad que depende de la constante de gra-

vedad de Newton y de la velocidad de la luz.

2.4. Bases y coordenadas en espacios de tensores

Notaremos .7 (V) al conjunto de tensores de tipo (7,s) sobre V. Tratdndose de casos
particulares de espacios de aplicaciones lineales, los elementos de un .7 (V) pueden
sumarse y multiplicarse por elementos del cuerpo IR, y estas operaciones respetan todas

las operaciones propias de un espacio vectorial. Por tanto:

Proposicién 2.4.1 Para cadar,s > 0, la estructura (F](V), R, +, -), siendo + la suma de

tensores y - el producto de un tensor por un elemento del cuerpo, es un espacio vectorial.

Sabido estﬂ lo natural a continuacién es preguntarse cudl es la dimensién de estos es-
pacios vectoriales y si podemos proporcionar una base explicita para los mismos. Antes
de proceder con este ejercicio, introduciremos la operacién bésica entre tensores genera-

les:

Definicién 2.4.1 Sean T € F/(V),S € F (V). El producto tensorial de T y S es el tensor
_|_
T®S e Zlqp(V) tal que

(T®S)(le,...,o/,o/“,...,ocrﬂ’,vl,...,vs,vsﬂ,...,vs+q) =T(al,...,a",01,...,0) -

r+1 r
S, ug, L Usy)

13De nuevo, los elementos de cada (.7 (V), R, +, -) (por definicién, tensores de tipo (r,s)) son al mismo

tiempo vectores abstractos por componer un espacio vectorial.
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La definicién puede parecer engorrosa, pero en el fondo es muy sencilla. Vamos a parti-
cularizarla al producto tensorial de dos covectores a, B € V* = Z°(V), que es el tensor

2—covariante a ® B € Z,)(V). Dados dos vectores v,w € V, se tiene

(¢ @ B)(v,w) = a(v) - B(w)

Dicho en palabras, el producto tensorial de dos covectores evaluado en dos vectores da
como resultado el producto del primer covector evaluado en el primer vector (que es
un namero real) por el segundo covector evaluado en el segundo vector (que es otro
nuamero real). Y esta misma idea se traslada a tensores de cualquier tipo. Seria menester
demostrar que, tal y como afirmamos, esta operacién establece un tensor como se dice en
(2.4.7). Ahora bien, la linealidad de « ® $ en cualquiera de sus dos entradas se desprende

directamente de la definicién, pues

(2 @ B)(A101 + A2v2, w) = a(A101 + A202) - B(w) = Aa(v1) - B(w) + Aaar(v2) - B(w) =
= )\1(0( X ,B) (Ul, ZU) + )Lz(lX & ‘3)(02,?/0)

siendo v1,v2 € Vy A1, A € IR, y del mismo modo para el segundo argumento. Queda

probado que a ® B € ZX (V).

Ejemplo .1 No conmutatividad del producto tensorial

Témense V = R2, una base cualquiera de este espacio vectorial B = {eq,e,} asi
1

como su base dual B* = {e!,¢?}. Entonces
(el @e?)(er,en) =el(er)-e*(e) =1-1=1

(e! @ e?) (e, e1) =el(ex) -€*(e;) =0-0=0

De este célculo se sigue que el producto tensorial no es conmutativo.

Proposicién 2.4.2 Sean B = {ey,...,e,} una base de V .y B* = {e!,...,e"}, su corres-
pondiente base dual. EI conjunto B%O(V) ={e® ej};.fj:1 es una base de 7,°(V). Por tanto,
dim 7(V) = n?.
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Demostracién: Tomemos T € .7,’(V) y dos vectores v, w € V cuya expresion en coorde-

nadas respecto de B es v = vie;, w = w/ ej. Se tiene
T(v,w) = T(v'e;, wfej) = o'W/ T(e;, ej) = T(ei,e]')ei(v)ej(w) = T(ej, ej) (e’ @el) (v, w;)

De este modo, cualquier tensor 2-covariante T es combinacion lineal de los elementos de
B 201y Denotando T(e;, e;) = Tj;

T =Tje' e
Queda probar que B Z0(V)r ademads de sistema generador, es libre. Para ello, considere-
mos una combinacién lineal genérica de los elementos de dicho conjunto que haremos
igual a cero

Ai]-ei & ej =0
Esto quiere decir que la aplicaciéon del miembro izquierdo da cero cuando se evalta en

cualquiesquiera elementos de entrada. En particular, si introducimos ey, ¢;, tenemos
/\ij<€l & 6])(€k, el) = /\11512(5{ = )\kl =0
Y dado que esto es cierto Vk,I € {1,...,n}, todos los coeficientes de la combinacién

lineal han de ser nulos, constatando la independencia lineal de los ¢/ ® ¢/ W

La anterior prueba se extiende directamente a tensores de tipo arbitrariolﬂ Enunciamos

“Dejamos aqui la demostracién explicita para el lector 4vido por hacer malabarismos con indices (no
Jk

tiene mas interés). Tomemos un T € 7 (V), vectores vy = vjfej, con k = 1,...,s y covectores ol = ocfle”
con/=1,...,r. Vemos que

1 r _ 1 i i J1 s _ 1 o1 Js i i
T(a',...,a,01,...,05) = T(zxilel,...,ocl-ye’,...,v1 ejl,...,vé ej,) = j .. 0V} LD T(e",...,e",....,ej,..

_ s

w e © @ @l @@k (a0, 05)

por lo que Bgr(y) es sistema generador de T € J;(V). En segundo lugar, sea una combinacién lineal

arbitraria A de elementos de B zr(y), que hacemos nula

A= /\‘lllrh]b eil R ® eir X ejl R R ejS =0

Entonces

.0 i i k k
A(ekl,...,ek’,ell,...,e,s) = AT (e, @ ®e;, @' ®@---@eF)(e,...,e7,e,,...,¢,) =

jln-js

1.0 k ke ,f i 1.0 k ke 5f is kq...k
=\ ”].1._].5 e (€)...e; (&)l (e)) ... el (e) = A" l’jlu_].séill .. .(51.:5{11 ...(5{S =Ar =0
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el resultado general

Proposicién 2.4.3 Sean B = {ey,... ey} una base de V y B* = {e!, ..., e"}, su corres-

pondiente base dual. EI conjunto

BZV(V) :{eil®...®ei7®ejl®...®ej5 n

1 ,eefds J1,0fr=1

es una base de T (V), esto es, un tensor de tipo (r,s), T € T (V), se expresa como

T — Til---ir]_lmjS 6, ® Qe ® N ® els

de manera tinica, siendo TV, . = T(e",..., e e ..., e; ). Por tanto, dim Z' (V) =
J1-]s n Js s

n'ts,

(Qué denominacién debemos otorgar a los coeficientes Til“'i’].l.__ ].S? Si nos restringimos
al caso de tensores (1, O)EL que hemos venido llamando tradicionalmente vectores v, la
anterior proposicién establece que v = v'e;. Los v no son sino las coordenadas de v en la
base B = {ey,...,en}, y, siendo que cumplen la misma funcién, adoptaremos la misma

nomenclatura para el resto de tensores:

Definicién 2.4.2 Sean T € (V) y B = {ey,...,en}, una base de V. Los niimeros

T”"'l’h_'.js =T(e",...,e",¢ej,..., e) se denominan coordenadas de T en la base B.

Tal y como se anticipaba en el parrafo previo, no hay diferencia conceptual alguna entre
las coordenadas de un vector (idea bien digerida en Algebra Lineal y Geometria I) y de
un tensor. Fijada una base, un tensor de orden (r,s) queda asociado a una coleccién de
n"** nimeros, sus coordenadas Til"'i’]-lm j.r que pueden emplearse equivalentemente para
efectuar operaciones en sustituciéon del tensor abstracto, siendo conscientes de que la
representacion en coordenadas de un tensor va inextricablemente ligada a la eleccién

de una base. En analogia a lo que sucedia con los vectores, si se toman dos bases distin-

tas del espacio vectorial resultan dos conjuntos de coordenadas no coincidentes para un

y como esto se cumple para cualesquiera ky,..., ks, I1,...,Is = 1,...,n, encontramos que A = 0, es decir,

B gr(v) es un sistema libre W
La proposicic’)nno aporta informacién nueva cuando se aplica a tensores (1,0), ya que la condi-

cién de que todo vector v = v'e; de manera tnica no deja de ser la definicién de base.
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mismo tensor. Si no se especifica una base, no procede hablar de coordenadas, a pesar de
que el tensor en si no precisa de bases. Por eso, la existencia de la que gozan las coorde-
nadas en el universo algebraico es un tanto ficticia, consecuencia de una descripcién que
introducimos externamente, al igual que en nuestra vida cotidiana hablamos de norte,
sur, este y oeste, con el propésito de hacer indicaciones respecto de unas direcciones de
referencia concretas, si bien la naturaleza carece de un norte o un este bien definidos:
todas las direcciones son equivalentes. Las coordenadas emanan de nuestra injerencia,
imperfecta y artificial. Son la fruta prohibida del Edén platénico, ese proyecto de Idea
desterrado a la caverna que tendemos a confundir con los genuinos tensores cuando no
son otra cosa que las veleidosas sombras que estos proyectan sobre la piedra. Pero como
todo pecado, tentador y placentero, no hay fisico que no sucumba al uso frecuente de
coordenadas y sistemas de referencia so pena de ser incapaz de resolver los mds sencillos
problemas del Tipler. El lenguaje abstracto e independiente de bases, idioma natural de
cualquier vaina tensorial, la lingua franca que conecta a los que hablan en la lengua de
diferentes bases, en cuyo seno se gestan las definiciones y se demuestran los mas bellos
teoremas, no es el mds apto para realizar calculos en situaciones concretas. En esto, las
coordenadas, pese a quien le pese, ostentan la hegemonia, y por eso a fisicos e ingenie-
ros se les inculca desde la més temprana infancia una cosmovision fundamentada en
coordenadas, y que los vectores son filas o columnas de ntiimeros, y que los tensores
son matrices, entre otras blasfemias. No es para nada execrable que los matematicos se
mofen, o més bien, sientan compasién por estas criaturas y su ciega fe en el dogma de

las coordenadas y las bases, pues viven en un engafio sin saberlo.

Ejemplo .2 Un tensor en dos bases

Témense V = IR? y una base cualquiera de este espacio vectorial B = {ej,e;}. Sea
el tensor 2-contravariante

T=e1®e

La expresion general de un tensor 2-contravariante en coordenadas con respecto a
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B es

T = Tije,' & ej = T1161 X e+ T12€1 X ex + T2162 X e+ T22€2 X e

Comparando, deducimos las coordenadas de nuestro T en esta base
T2 —q T — 721 _ 722 _
Sea B = {#),&,} una segunda base tal que
ey =er+eé e =201 —&

Estas tltimas ecuaciones permiten encontrar las coordenadas de T respecto de B.

Ciertamente, sustituyendo
T=e1®Re=(814+86)R(@ —&)=861R86 -8R - R+ K
Y poniendo T = T%¢; ® &j, llegamos a
FIL _ 22 _q T2 _ 21 _ 4

Podemos encontrar las ecuaciones generales que relacionan las coordenadas de un tensor
en dos bases. Sean, pues, dos bases B = {ey,...,e,}, B = {é1,...,8,}. Un vector v € V
admite las expresiones
i, s
0=70¢ =0¢
donde las coordenadas estdn relacionadas por la matriz de cambio de base .# (B, B),
cuyas entradas denotamos a' j
o R R
0 =d'p

Equivalentemente, los elementos de las bases satisfacen la correspondencia inversa

= gl.8. 5 — g ol
ej=a'e & =ae

Tomemos ahora, como es costumbre para iniciarnos con un caso sencillo, un tensor 2-
contravariante S € %Z(V) (lo tomamos contravariante y no covariante porque estamos

mas habituados a la ley de transformacién de un vector, o tensor 1-contravariante). Por
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definicién, las coordenadas de S respecto de B son los ntimeros Sii = S(ei, el ), mientras

que sus coordenadas con respecto de B vienen dadas por 57 = S(¢&',&). De este modo
S(é,é) = S(a',e", ajlel) = aikale(ek, el

que es lo mismo que

Gij — aikﬂjz Gkl
Vemos que la regla de transformacién es semejante a la de los vectores, mas aparecen
dos matrices cambio de base en lugar de una. Més generalmente, es inmediato ver que
habremos de introducir un factor ai]- (con los indices apropiados) por cada indice contravarian-

te del que conste nuestro tensor. Efectuando el mismo andlisis para tensores covariantes,

encontramos:

Proposicién 2.4.4 (Cambio de base) Sean T € T (V) y aij, (aij)_l, las componentes de las
matrices .4 (B, B), .# (B, B)~!, respectivamente. Se tiene

S50 ... Dy 1 iy I -1 Is \—1kq...kr
T igs = @y e k,.(a ].1) oo (a ].S) TR (1)

Los resultados precedentes ponen de manifiesto la equivalencia entre la nocién abstrac-
ta, matematica de tensor (a la que nos hemos adherido en el presente compuscrito) y la
que se suele conocer como definicién fisica o cldsica de tensor, que tipicamente figura en
manuales tradicionales de mecdanica clasica, teorfa de la relatividad u otras disciplinas
con elevado contenido tensorial explicitom Esta version alternativa, igual de plausible
pero infinitamente menos elegante, ha venido satisfaciendo a los cientificos de insufi-
ciente inclinacién matemadtica, que huyen despavoridos tras el minimo contacto con un
espacio vectorial o una aplicacién lineal, como un quimico espantado ante el descubri-
miento de que la fisica y quimica cuénticas precisan del uso de ntimeros complejoﬂ

La definicién cldsica se ampara tnica y exclusivamente en la particular transformacién

16Todas las ramas de la fisica admiten una formulacién tensorial y/o geométrica. Excluir una cierta teorfa

de esta caracterizacién supondria negar cualquier atisbo de contenido genuinamente fisico en la misma.
71 autor da fe de haber sido testigo de cémo un conjunto de unos 50 alumnos de segundo de quimica

se ech6 las manos a la cabeza al vislumbrar una unidad imaginaria en las transparencias de una asignatura
de quimica cudntica.

Acosto 2020 = f42rodim@uco.es



Martin de la Rosa

que experimentan las componentes de un tensor bajo un cambio de base, sin indagar en
su naturaleza algebraica. Ademads, este otro enfoque se presta a una interpretacién mas
tisica, identificando bases con sistemas de referencia (que, en funcién del contexto, incluyen
0 no una direccién temporal junto con las direcciones espaciales necesarias). Podemos

enunciarla tal que ast:

Definicién 2.4.3 Un tensor n—dimensional, r—contravariante, s—covariante es una asig-

nacién de n'* niimeros T”“'Z’].1 i@ cada sistema de referencia tales que la relacion entre los

conjuntos de niimeros asociados a dos sistemas de referencia cualesquiera viene dada por (T).

Una ventaja que ofrece esta reinterpretacion, astutamente empleada en multiples ramas
de la fisica, es que preconiza la introduccién de unos objetos mds generales que los ten-

sores: asignaciones de n'*?

nameros a cada base que no se corresponden con ningin
tensor, porque no obedecen la regla (1) en cualquier circunstancia, pero que si se com-
portan tensorialmente bajo un conjunto selecto de cambios de base o transformaciones
entre sistemas de referencia. El ejemplo estdndar es la construccién a la que en muchas
referencias se alude como tensor ortogonal (o, en una rebelde economizacién del lenguaje
que ha costado terriblemente cara, tensor asecas), y que no es otra cosa que una vaina
como la de con la salvedad de que apenas satisface (1) cuando la transformacién
que liga las dos bases o sistemas de referencia es ortogonaﬁ Es maés, ni siquiera tiene por
qué estar definida la asignacién para bases no ortonormales (jqué horror!). El archico-
nocido tensor de inercia se encuentra entre estos engendros, abominables mutaciones de
los tensores platénicos con talento suficiente para engafiar a fisicos e ingenieros despis-
tados. Lamentablemente, no es posible aprender y aprehender la fisica en su concepcién
actual més extendida sin asimilar y amaestrar el manejo de estos bichos, parasitos que

han infectado sin remedio la relatividad especial y teoria cudntica de campos. Dejamos

aqui su definicién genérica, por cortesiﬂ :

18Esto significa que la transformacién preserva el producto escalar (del que se asume dotado el espacio

fisico) o, lo que es lo mismo, las longitudes (normas) de los vectores.
“La denominacién G—tensor bien podria ser un invento del autor.
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Definicién 2.4.4 Un G—tensor n—dimensional, r—contravariante, s—covariante es una
asignacion de n’ s niimeros Til"'i’jlm i@ cada sistema de referencia tales que la relacion entre
los conjuntos de niimeros asociados a dos sistemas de referencia cualesquiera viene dada por
siempre y cuando la transformacion entre estos sistemas de referencia sea un elemento del

grupo G.

Asi, en tres dimensiones, el (mal llamado) tensor de inercia es un SO(3)—tensor. La re-
latividad especial o restringida, bien entendida, confiere el protagonismo a los llamados

tensores de Lorentz, o SO(3,1)—tensores.

2.5. Contraccion de tensores

Motivamos las definiciones centrales de esta seccién por medio de un listado aleatorio

de facts:

» Dada una matriz cuadrada, su traza es la suma de sus elementos diagonales. ;Por
qué esta operacion es mds interesante que otras férmulas de semejante semblanza,

como podria ser la suma de todos los elementos de la matriz?

» Un endomorfismo, como se esgrimié anteriormente, es esencialmente un tensor
(1,1). Sus coordenadas con respecto a una base, T, acostumbran a presentarse
en forma de matriz cuadrada, de la cual es expedito determinar su traza, Tii. Nos
gustaria otorgar a esta cuantia el titulo traza del endomorfismo, pero esto daria a
entender que no depende de la base, cuando su célculo involucra explicitamente

las componentes del tensor en una base.

» Si analizamos el quilombo con més alumbramiento de mente, nos percataremos
de que, en efecto, cojas la base que cojas te va a salir lo mismo. Ya que, con las

notaciones sobradamente utilizadas en lo que va de capitulo

T = T(,&) = T(ael, (%) 'e) = (k) 'a', T = 8T, =T/

y de ahi la bondad de la traza de un endomorfismo.
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» Obsérvese que la operacién consistente en tomar la traza de un endomorfismo o
tensor (1,1) produce un escalar o tensor (0,0). Esta operacion recibe el nombre de
contmcciénm Se trata, es mds, de una aplicacién lineal, siendo que la traza de la
suma de matrices es la suma de las trazas, y la traza de una constante por una

matriz es la constante por la traza.

» ;Coémo lo apafiamos para extender esta contraccion a tensores de tipo arbitrario?
La idea es un tanto fiofia. Sabemos contraer un tensor (1,1), luego habriamos dado
jaque mate a la problemética si de un tensor de orden superior extraemos uno
(o varios) tensores (1,1). Pues bien, si f(x,y) es una funcién de dos variables y
fijamos una de ellas, o sea, evaluamos f en su primer argumento para, digamos,
x = xp, entonces f(xp,y) es una funcién de una sola variable. Andlogamente, si
tomo un tensor (r,s) y congelo exactamente r — 1 argumentos contravariantes y
s — 1 argumentos covariantes, resulta un tensor (1,1), cuya contraccién arroja un
numero. Si hago esto para todos los valores de los argumentos congelados, me

queda un tensor (r —1,s — 1). Este proceso queda encapsulado en la definicion:

Definicién 2.5.1 Sean T € F'(V), B = {ey,..., ey}, unabasede V y B* = {e!,...,e"},
su base dual. La contraccion de T respecto de su k—ésimo arqumento contravariante y su

| —ésimo argumento covariante es el tensor %lk T e ﬂsr__ll(V) cuya evaluacién en los covec-

1

tores at, ..., 0’1 € V* y los vectores vy,...,vs_1 € V da

k(o1 -1
G T(a,...,a" ",01,...,05_1)

_ 1 k=1 i k+1 r—1
=T(a,...,a" e, a0, ..,a" " 01,...,01,€,0141, .., 0s—1)

Ejemplo .3 El tensor de Riemann

El tensor de curvatura de Riemann R es naturalmente un tensor (1,3), por lo que
posee componentes R’ il Se define el tensor de Ricci Ric como el tensor (0,2) fruto

de la contraccion

Ric := %R

20Ruego disculpen la rima interna al puro estilo ‘el spinozismo es un racionalismo’.
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En consecuencia, las componentes de Ric se hallan segtn
. _ pk

Recalcamos que solo los tensores mixtos, es decir, aquellos que gozan de al menos un
indice de cada tipo, son susceptibles de sufrir contraccién. Podria creerse que, como
las componentes de un tensor 2-covariante o 2-contravariante se organizan igualmente
en forma de matriz cuadrada, les queda asociada a estos una traza o contraccién. Sin

embargo, esta traza no es invariante ante un cambio de base y no establece un tensor.

2.6. Producto escalar e isomorfismos musicales

Asi como Dios cre6 a Adédn en la maxima desnudez, inerme y sin harapos, y hasta le
confiscé una costilla para alumbrar a Eva, los espacios vectoriales fueron engendrados
sin estructura adicional alguna. Es imposible enunciar o responder en un espacio vecto-
rial abstracto y desvestido cuestiones como ’;son estos dos vectores perpendiculares?” o
‘¢cudnto mide tal y cual vector?’. Seria tan cruel e inttil como preguntar a un ciego que
de qué color es mi mascarilla quirtrgica. Por fortuna, la ceguera que padece un espacio
vectorial con respecto a estos asuntos métricos es sanable sin recurrir a milagros médicos
o divinos. Es suficiente con proveer al espacio vectorial de un producto escalar, en lugar
de dejarlo en cueros campando a sus anchas por el Edén geométrico sin tan siquiera la

capacidad de medirse sus partes nobles.

Los pensamientos que condujeron al concepto pulido de producto escalar, sin perdernos
en el inextricable dédalo de la historia de la matematica, lo mismo fueron grosso modo los
siguienteﬂ En virtud del teorema de Pitdgoras, cuyo descubridor muy probablemente
no fue Pitdgoras, la longitud de un segmento inmerso en el espacio tridimensional fisico
cuyas proyecciones o componentes son A = (x,y,z) tiene por valor 1/x2 +y2 +z2. La

aplicacién que a cada segmento asigna el cuadrado de esta cantidad, es decir

(x,y,2) —> xz—i—yz—l—z2

2ISeguro que en verdad no tuvieron nada que ver con la milonga que estoy a punto de contar.
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es un caso particular de forma cuadritica, como lo serfa cualquier polinomio de grado 2
en las variables x,y,z. La magnitud |A| := \/x2 + y2 + 22 es la norma o médulo del vector
A. Ahora bien, el conocimiento de las normas no basta para resolver los problemas de
tridangulos y otros poligonos que tanto entretenian a nuestros antepasados helenos. Y el
teorema de Pitdgoras apenas es valido para tridngulos rectdngulos, ;qué hay del resto?
Para abarcarlos en nuestro formalismo, debemos generalizar lo anterior como sigue.
Como la forma cuadrética introducida es |A|?, consideramos, dados ahora dos vectores
A, B, el producto de la longitud de uno por la longitud de la proyeccién del otro sobre
el primero, esto es, |A||B| cos, donde 6 es el angulo que comprenden. Cuando A = B,
recuperamos la forma cuadratica original. Aunque esto parezca una invencién de lo més
alocada, hay motivos para idear esta combinacién si uno se pone a darle vueltas a los
acertijos de la geometria clasica. Como quiera que, si A = (x1,y1,21) Y B = (x2,y2,22),

se tiend]
|A||B| cos 0 = x1x2 + y1y2 + 2122 :== (A, B)

todos estos preludios y meandros desembocan en una aplicaciéon ¢ : V x V — R li-
neal en sus dos argumentos (lo que viene siendo un tensor 2-covariante) que ademas
es simétrica, es decir, (A, B) = g(B, A) VA, B, y definida positiva: g(A,A) > 0 VA, al-
canzédndose g(A,A) = 0 <= A = 0. Esto garantiza la positividad de las longitudes,
requerimiento que se nos antoja de lo mds imperativo. Vemos, por tanto, que la presen-
cia de esta estructura matematica, que llamaremos producto escalar euclideo estindar, es la
que posibilita calcular (y, mas fundamentalmente, la que dota de significado a) longitu-

des y angulos.

La fisica del siglo XX nos ha revelado que repudiar los productos escalares no definidos
positivos acarrearia renunciar al modelado del espaciotiempo en su concepcién relati-
vista. Ademds, desde un punto de vista matematico, el afdn de generalidad compele a

aliviar esta condicion, harto restrictiva, sustituyéndola por la de no degeneraciéon. Una

22No mentiriamos si clamamos que cos § se define asi con el propésito de que la igualdad se cumpla.

Acosto 2020 = f42rodim@uco.es



Martin de la Rosa

aplicacién bilineal de estas se dice no degenerada si
VBeV:g(AB)=0<= A=0

esto es, el tinico vector ortogona]Fﬂ a todos los elementos del espacio vectorial es el nulo.

Definicién 2.6.1 Un producto escalar es un tensor g € 7,°(V) simétrico y no degenerado.

No nos dedicaremos a recitar y comprobar las propiedades de los productos escalares,
sino que, como resultado primordial de la actual seccién, argiiiremos que el producto
escalar induce un isomorfismo canénico entre el espacio vectorial y su dual, criatura

inexistente en ausencia de esta estructura@

Proposicién 2.6.1 Sea (V,g) un espacio vectorial dotado de un producto escalar. La aplica-
cion
b:V—V*
v— 0’ == g¢(v,)

es un isomorfismo lineal.

Demostracién: Notemos que ©°, que es la imagen del presunto isomorfismo b bajo un

vector v € V, es una aplicacién v” : V — R. Tenemos:

Z3Dos vectores A, B € V son ortogonales con respecto al producto escalar g si g¢(A, B) = 0
24No hay, al menos en conocimiento del autor, una frase para designar genéricamente un espacio vec-

torial provisto de un producto escalar segin (2.6.1). Cuando el producto escalar es definido positivo y
el cuerpo es R, se llama espacio vectorial euclideo al par (V,g). En caso de que el cuerpo pueda ser C, el

producto escalar se dice hermitico si verifica:

» Simetria bajo conjugacion: VA, B € V : g(A,B) = g(B, A)

» Linealidad en el primer argumento: VAj, Ay, B €V, A1, Ay € C: g(AA1 +A2A, B) = A1g(A1,B) +
A28(Az, B)

» Definicién positiva: VA € V : g(A, A) > 0 con igualdad si y solosi A =0

El par (V,g) se denomina entonces espacio prehilbertiano. Un espacio prehilbertiano sobre R es un espacio
vectorial euclideo.

Cuando el producto escalar g es tal que en una base ortonormal su representacién en coordenadas tiene
un —1 en la diagonal (o n — 1, siendo n la dimensién), la dupla (V, g) es un espacio vectorial lorentziano.
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= 0’ es lineal
0’ (Mx + Agy) = g(v, A1x + Aay) = Mig(o, %) + Aag(0,y) = Mo’ (x) + A2’ (y)
siendo v, x,y € V, Aq,A; € R. Por ende, o e V.
= b es lineal

(Ao + Aw)’ (x) = (A0 + Aw, x) = A18(v, %) + Aag(v, y) = A10° (x) + Apw” (x)

= b es inyectiva. En efecto, supongamos que v” = 0, es decir
VxeV:o"(x) =0=g(0,x) =0Vx eV =0v=0

donde en el tltimo paso se ha usado que g es no degenerado. En consecuencia,

kerb = {0}, que, para aplicaciones lineales, equivale a la inyectividad.

= b es sobreyectiva, por los mismos motivos que el isomorfismo de reflexividad (2.2.3)

es sobreyectivﬂ

ZDamos una justificacién alternativa. La sobreyectividad quiere decir que es posible encontrar para

cualquier « € V* un v € V tal que o ®, O sea

Vx e V:a(x) =10 (x) = g(v,x)

Particularicemos esta igualdad a los elementos de una base {ey, ..., e, }, sobre los que v* queda completa-
mente especificada
a(e;) = g(v,e;) = a; = g;jv/

donde

i

o= ae g =gije @e
Las expresiones g;;v/ = a; constituyen un sistema lineal de n ecuaciones y n incégnitas v/. Por el teorema
de Rouché-Frobenius, posee solucion tnica, puesto que la matriz (g;;) es no singular (esto se desprende

de que g es no degenerado).
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Definicién 2.6.2 El isomorfismo

b:V — V*
v — v = g(v,")
se denomina bemol. El isomorfismo inverso
gV —V

w—s af = b1(a)

es el sostenido. Colectivamente, se les llama aplicaciones musicales.

Vemos que en un conglomerado (V,g) se erige una correspondencia biunivoca entre
vectores y covectores que es manifiestamente independiente de bases. Deduzcamos a
continuacion las expresiones coordenadas de estas aplicaciones. Sea un vector v = v'e; €

V, ¢cudl es su bemol? Pues, por la definicién, para algin x = x'e; € V
0’ (x) = g(v,x) = g(v'e;, xjej) = vigi]-xf = vigl-j el (x)

de donde
Ub = Ui gz] €j
En un abuso de notacién, se acostumbra a notar v; = o gij las componentes de . Es por

ello que se habla coloquialmente de que la accién de b comporta una bajada de indice. En

lo que concierne al sostenido, podemos emplear que
b\ ij k_ i
(0°)* =v= Algyv" =0
siendo AY la matriz de la aplicacién £ en esa base. Haciendo A” = ¢/, donde ¢"/ son las
entradas de la matriz inversa a (g;;), que existe por ser ¢ no degenerada, encontramos
que
— — - ,
Algpv = glgpv" =& v" =o'

por lo que nuestra eleccién es adecuada, y, si & = a;e' € V*

Déﬁ = K gl] 6]'
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Nuevamente, suele escribirse &/ = a;¢"/ para las componentes del sostenido, que actda
subiendo el indice, como se viene escuchando en la parlanza fisica. Esta trapisonda de
multiplicar por g;; o ¢/ con objeto de subir y bajar indices se extiende facilmente a
tensores de orden superior. Tomemos asf a chorén un T € Z5!(V), con coordenadas Ti].kl

en alguna base. Por la l6gica anterior, construimos un tensor de componentes T;;; segun

TP
Tz’]'kl =T ]'k[gpi

que, por sus indices, habrian de corresponder a un tensor (0,4). O, por qué no, somos

asimismo libres de producir unas coordenadas Ti].kl tales que

ik _ i opk
T = Tiplgp

que tendrian que representar un tensor (2,2), en principio distinto de

il i pl
T = Ty,8"

a pesar de ser ambos tensores (2,2) procedentes de un mismo germen. Y ya que andamos
inmersos en el galimatias este, todavia no ahitos de tanta subida y bajada indicial, nos
podemos coronar con
Tz'jkl — Tipqrgpqukgrl

que es un tensor (4,0). Concluimos, al menos heuristicamente, que, de tal suerte, las
aplicaciones musicales dan lugar a toda una hueste de isomorfismos entre espacios de
tensores de igual orden, que es su ntimero total de indices. En la comunidad fisica, el
abuso del lenguaje se lleva al extremo de afirmar, sin ningtin remordimiento, que los
tensores resultantes de subir y bajar indices a partir de uno ofrendado son la encarna-
cién de un dnico tensor fisico (no se puede negar que, matemdéticamente, la aseveraciéon

es ridicula, jsi ni siquiera pertenecen al mismo espacio!).

Nos encantaria cimentar estas ideas sin que haya coordenadas de por medio. Nos ins-
piraremos en el caso simple de un tensor (0,2), S = Sij ¢! @ el. Subiéndole un indice,
construimos el tensor (1,1)

S=5e@e S’ = Skig"
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Evaluemos S en dos argumentos aleatorios
S(a,0) = S' a0l = Spig a0/
Ahora bien, ¢Fx; = «F, por lo que
S(a,v) = Si]-zxivj = Sk]-uckvf = 5(a,0)

Y esta tltima ecuacién nos da la definicién independiente de coordenadas que buscéba-

mos:

Definicién 2.6.3 Sea T € (V). De subir su k—ésimo indice covariante se obtiene el

tensor (1 T) € <7Sr_+11 (V) cuya evaluacion en el nuevo argumento contravariante da

(). ek ) =T, (@),

mientras que sobre el resto de entradas opera como T. De bajar su k—ésimo indice contra-
variante se obtiene el tensor ([*¥ T) € ’751_11(‘/) cuya evaluacion en el nuevo argumento

covariante da

D Lo ) =T, ().

y las demds entradas quedan como estaban.

Ejemplo .4 Un caso préctico
Partimos del espacio vectorial con producto escalar (V, g), donde, en alguna base
g=c'@el + 2! @+ 222 ®e! + 36 ® €2
a) Calcrilense e?, eg. Usando la definicién de bemol y la forma explicita de g, tenemos
el = gler,-) =e'(e1) @e! +2e(e1) @ e* +26%(e1) @ e! +3e%(e1) @ €% = e + 262
ey = g(es, ) = el (ez) @e! +2e!(e) ® &% +2¢%(e2) ® e + 362 (e3) @ € = 2e! + 3¢?

donde se ha tenido en cuenta que ¢(¢j) = (Si]..

b) Obténgase e'*. Sabemos que
ge,0) =el(v) YoeV
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En particular
glet,e)) =1 glet,e) =0

Llamando e!* = xle; + x2e,, esto da el sistema de ecuaciones lineales

xt+2x2 =1
2x1 +3x2 =0
La resolucién arroja x' = —3,x% = 2, por lo que e'f = —3¢; + 2¢;

¢) Sea T = ey ® ey + 5ep @ ey. Determinese (1! T). Por definicién
(I T)(v,0) =T(W",a) YoeV,xaeV*

Ahora bien, notemos que v(w”) = w’(v) = g(w,v) = g(v,w) = v*(w) Yo,w € V, lo
que implica

(T =e@er+5e) @ e

Sustituyendo los resultados previos
(J1T) = (e +26%) @ey +5(2e! +3e*) ®e; = el @ +2e2 @ +10e! @e! +15e* ®e!

d) Podria plantearse un ejercicio anélogo para, por ejemplo, un tensor S € 7 (V).

Seria

(1! 8)(a,0) = S(a%,0)

y como B(af) = () (af) = g(B',af) = g(af, p) = ()’ (B*) = a(p) = P(a),
el calculo procederia, como en el apartado anterior, aplicando el sostenido a los

primeros factores, esto es, si

S = Sl-]-ei (%9 el

entonces

(\Ll S) = Si]-eiﬁ & €j
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Ejemplo .5 Producto escalar de covectores

En un espacio vectorial con producto escalar (V,g), los isomorfismos musicales

permiten conferir un producto escalar natural al espacio dual, G: V* x V* — R,
segun

Gla, B) = g (e, B7)
En otras palabras

G :TlTl g

Sia = wel, B = B;e’, entonces
G(n, p) = g(wigej, Brger) = wiPrg’s g (ej 1) = wiprg’gjig" = wiprd'1g™ = wipg”
Por tanto, la matriz de este producto escalar es (g%).

La imposibilidad de contraer dos indices de igual tipo desaparece gracias a las aplica-

ciones musicales:

Definicién 2.6.4 La contraccion métrica de dos indices covariantes (resp. contravariantes)

se define como la subida (resp. bajada) de uno de los indices sequida de su contraccion.

Ejemplo .6 Escalar de curvatura

El escalar de curvatura S se construye a partir del tensor de Ricci contrayendo

métricamente sus dos indices, esto es
S =%, 1" Ric = Ric;;g"

En el contexto de la relatividad general, este objeto es el ingrediente esencial de la

acciéon de Einstein-Hilbert

Spy ~ / £/ — det(gij) S d*x

cuya extremizacién conduce a las ecuaciones de campo de Einstein.
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2.7. Tensores antisimétricos

De entre todos los tensores con alguna caracteristica peculiar, los que se llaman anti-
simétricos gozan de especial prominencia, tanto por su interés matematico (e.g. el deter-
minante de vectores, la teoria de formas diferenciales e integracién) como fisico (todo
el electromagnetismo puede entenderse como la historia de un determinado tensor an-
tisimétrico, el tensor de Faraday o campo electromagnético). Es por ello que merece la

pena invertir algo de esfuerzo (tampoco en demasia) en su estudio pormenorizadoﬁ

Definicién 2.7.1 Un tensor s—covariante T € FL(V) es (totalmente) antisimétrico, o una

s-forma, si, para cualquier par de argumentos

Vo,weV:T(...,0,...,w,...)==T(...,w,...,0,...)

Es decir, si se permutan dos entradas, apenas cambia el signo del resultado. Cuando se

practica una permutacion generaﬂ o € S, sucede que
Vo1,...,0s €V iT(0pq), -+, Vp(s)) = sgn(c) T(vq,...,0s)

Ofrecemos una caracterizacién equivalente:

Proposicién 2.7.1 Un tensor s—covariante T € F'(V) es antisimétrico si y solo si para

cualquier par de arqumentos

VoeV:T(...,0,...,0,...) =0

Demostracion: Supongamos que T es antisimétrico. Entonces

T(...,v,...,0,...)==T(...,v,...,0,...)

26Lo haremos para el caso covariante por darse con mds frecuencia, pero, como es o seré evidente, puede
desarrollarse un formalismo idéntico para tensores contravariantes. Lo que si es claro es que todos los

indices deben ser del mismo tipo para que siempre tenga sentido permutar dos argumentos cualesquiera.
?’Una permutacién de s elementos es una biyecciéon o : {1,...,s} — {1,...,s}. El conjunto de todas las

permutaciones de s elementos se denota S;. La signatura o signo de una permutacioén o es sgn(co) :== (—1)7,

siendo r un ntimero de trasposiciones o permutaciones de pares necesario para ejecutar o.
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como se ve de permutar las dos entradas indicadas y aplicar la definicién. Se sigue de
esto que T(...,v,...,v,...) = 0. Reciprocamente, si Vo € V : T(...,v,...,v,...) =0, se
tendréd también

YVo,weV:T(...,v4+w,...,v+w,...) =0

Por linealidad, esto es equivalente a
T(...,v,...,0,..)+T(..,w,...,w,...)+T(...,0,...,w,... )+ T(...,w,...,0v,...) =0

Los dos primeros sumandos son cero por la hipétesis, con lo cual

T(...,v,...,w,...)+T(...,w,...,0,...) =0=T(...,0,...,w,...) = =T(...,w,...,0,...

[
Llamaremos A;(V) al conjunto de las s—formas sobre V. El anterior resultado conlleva

que As(V) = {0} cuando s es mayor que la dimensién de V.

Proposicién 2.7.2 El conjunto As(V) provisto de la suma de tensores y el producto por

escalares es un espacio vectorial sobre R.

Demostracion: Evidentemente, tanto la suma de dos tensores antisimétricos s—covariantes
como el producto de un escalar por un tensor antisimétrico s—covariante da sendos ten-
sores antisimétricos —s covariantes. En consecuencia, As(V) es un subespacio vectorial

de Z2(V) y, particularmente, un espacio vectorial per se B

La siguiente transformacién asigna una s—forma a un tensor s—covariante dado:

Definicién 2.7.2 Se llama antisimetrizador de orden s a la aplicacion
B TO(V) — As(V)
definida para un T € FL2(V) como

Yo,...,0s € Vi B(T)(v1,...,05) == Y sgn(0) T(vp(1)s- -, Vo(s))

0—655
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Ejemplo .7 Antisimetrizador de orden 3
Puede comprobarse que, si T € Z°(V)

You1,02,03 € V : 13(T) (v1,02,03) = T(v1,02,03) + T(v2,03,01) + T(v3,01,02) —

— T(vy,v1,v3) — T(v1,03,02) — T(vp,v1,03)

Ejemplo .8 Tensores simétricos

En contraposiciéon a la definicién un tensor T € Z(V) se dice (totalmente)
simétrico si

Voi,...,0s € V: T(vg(l),...,va(s)) =T(v1,...,0s)
que es como decir que la imagen no cambia al transponer cualquier par de elemen-
tos de entrada. Sea X5(V) el conjunto de los tensores s—covariantes simétricos sobre

V. Por los mismos motivos que en el escenario antisimétrico, con las operaciones

adecuadas, X5(V) es un subespacio vectorial de V. Es mas, se verifica
TAV) = Zs(V) @ As(V)
Por ejemplo, todo T € Z,°(V) admite la escritura
Vo,w e V:T(v,w) =S(v,w)+ A(v,w)

S(v,w) = =[T(v,w) + T(w,v)]

N = NI~

A(v,w) = =[T(v,w) — T(w,v)]

donde S € %,(V), A € Ay(V). Més generalmente, para un T € .72(V), se com-

prueba que

T— %[HS(T) +1(T))]

donde H*(T) € X5(V) es el simetrizador

Voi,...,0s € V. HS(T)(Z)l,...,US) = Z T(va(l)l"'/vv(s))

0ES;
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Ansiamos edificar una base para A;(V) a partir de una base de V*. Ello precisard, al
igual que cuando dimos una base de .7;(V), una operacién que combine tensores an-
tisimétricos para dar otros de mayor orden. El producto tensorial no nos sirve, puesto
que, salvo excepcionalmente, T1 ® T, ¢ As(V) aunque Ty, T, € As(V). La cosa cambia
si antisimetrizamos el producto, en el siguiente sentido. Consideremos dos covectores, o

1-formas, o, B € V* = A1(V). Es claro quﬂ
aNBp=a@B—BRac A(V)

La idea se extiende directamente a cualquier ntiimero de factores:

Definicién 2.7.3 Sean a?,...,a° € A1(V). Su producto exterior (o producto antisimétrico,

wedge, Grassmann) es la s—forma o' A - - - N a® € As(V) dada por

“1/\.../\1)¢S = 20&0(1)@)---@060(5)
0ES;

Obsérvese que

WA A =Rl ®ad)

El producto exterior de 1-formas, ademds de asociativo y distributivo con respecto a la

suma, es naturalmente antisimétrico
Va,pe M(V):aANB=—-BAu

Como consecuencia, se deduce que Va € Aq(V) : a Aa = 0. Para la situacion mds

general, véase la proposicion que probaremos mds adelante.

Proposicién 2.7.3 Sean {ey,..., e, } unabasede V y {e',...,e"}, su base dual. EI conjun-

to{et N Nel} <« < < nes una base de Ag(V), con's < n.

Demostracion: Tomemos T € As(V) y vectores arbitrarios vy, ...,vs € V. En coordenadas

i
Ui = Ui ¢

28 Algunos autores incluyen un factor 1/2 en esta definicion. Es irrelevante exactamente en qué punto
aparezcan los factores del tipo 1/s!, lo que importa es que figuren en alguna parte.
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Por tanto
T(v1,...,05) = T(d}ej, ... vé”e]s) = 0111. ok T(ej,...,e;) = Tj., ]e“(vl) .. e (vy)

Aqui finalizaria la prueba si quisiéramos concluir que T = Tj, el ®- - ®els. No obstan-
te, como T es antisimétrico, podemos ir més lejos. Como quiera que T se anula cuando
dos o mas entradas son iguales, todos los sumandos distintos de cero de la dltima igual-

dad son tales que {ji,...,Js} se corresponden con permutaciones de {1,...,s}, por lo

que
Tjp.jet (o) eF(os) = ) L Toy.otoe” ™ (1) - 70 (0
1<j1<..<js<n [0€Ss
donde se ha afiadido la condicion 1 < j; < ... < js < n para evitar términos

que, si bien asociados a permutaciones disitntas, son igualeﬂ De la definicién se

desprende que, para una permutacién ¢

Tj,..j. = 8g0(7) To(iy)...o(is)

T(vq,...,05) = Y. Ti,..is [Z sgn(o )(vl)...eg(jS)(vs)]
<js<mn

1<) <. €S

A la luz de la definicion esto es equivalente a

T(vq,...,05) = [ Z T, ejl/\---/\ejs] (v1,...,05)
1<ji<.<js<n

lo que muestra que {efl ANERIVAN ejS}l <ji <..<j.<n €s un sistema de generadores de
As(V). A continuacioén, escojamos una combinacién lineal de estos objetos y hagdmosla
cero

Z Aj1~--jse]1 A--- A 6]5 =0

1§j1<...<js§n

En particular

Z Ay ]e]1 A Aels (€k11~~~rek5) =0
1<j1<..<js<n

#Otra alternativa igual de valida consistirfa en no tocar la suma sobre los indices e incorporar un factor
1/s!
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O bien
) Ajjs Y sgn(o) 50(]1)k1 ...50(]5)]{ —0

1<j1<..<js<n 0ES; ’

Esto es un sistema de ecuaciones lineales homogéneas. Hay tantas ecuaciones como
incognitas independientes A; i y la matriz de coeficientes del sistema tiene rango maxi-

mo. Por ende, el sistema presenta solucioén tnica, i.e. la trivial
V]l,. . .,]5 . )\]115 = O

Esto evidencia que {e/l A--- Aefs}; < ji < .. <j, <nesun sistema libre B

Proposicién 2.7.4 Sean a!,...,a° € A1(V). Se cumple

al A AR =0

1

siysolosia,..., a° son linealmente dependientes.

Demostracion: Si al, ..., a°, con's < n, son linealmente independientes, existe una base de
V tal que estas formas lineales coinciden con los primeros elementos de su base dual:
al =el, ..., 0% = ¢°. Es claro entonces que al Ao Aa® =el Ao Ae® #£ 0. Verbalmente,
si las 1-formas son independientes, su producto exterior es distinto de cero. Ergo, si el
producto exterior de un conjunto de formas es cero, han de ser linealmente dependien-
teﬂ Cualquier producto de s formas lineales, con s > 0, es cero al no haber s—formas
no nulas.

Para el reciproco, digamos que a'

,...,a° son dependientes, lo que acarrea
al = Apa’ 4 -+ A’
para ciertos coeficientes Ay, ..., A; € R, de modo que
A ARS = (A 4 F AR A AR
Todos los términos resultantes de aplicar la propiedad distributiva al primer producto

exterior constan de dos factores iguales y, por antisimetria, se cancelan, hallando

al A AR =0
3Ley de la contraposicién 16gica: (A = B) <= (=B = —A)
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Por dltimo, definimos el producto wedge de dos tensores antisimétricos de cualquier

orden:

Definicién 2.7.4 Sean T € As(V), S € Ay(V). Su producto exterior T NS € Agyy(V)
viene dado por

N S
T/\S.—ﬁhs (T®S)
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3. Una introduccién sencilla a la Relatividad Especial

3.1. Antecedentes
3.1.1. La teoria del éter

En 1864, James Clerk Maxwell publica el articulo A Dynamical Theory of the Electromagnetic
Field en el que se postula por primera vez el conjunto de ecuaciones que en la actualidad
lleva su nombre y que describe por completo la dindmica de los campos eléctricos y
magnético tal y como son concebidos clasicamente. Valiéndose de estas expresiones,
el fisico escocés derivo sendas ecuaciones de onda para los citados campos (E, B). En

notacién moderna, se escriben

0°E 0°B
V2E — ey—— = V2B — ey—— =
E—eu 3 0 B —eu ¥ 0

donde ¢ y i son la permitividad eléctrica y la permeabilidad magnética del medio, res-
pectivamente. Maxwell comput6 el valor del producto eppg (particularizacién de estas
magnitudes para el vacio o éter luminifero) y, percaténdose de su concordancia con 1/¢?,
siendo c la velocidad de la luz en el vacio (de la que ya se tenfan algunos datos expe-
rimentales relativamente exactos), concluy6 que la luz@ es una onda electromagnética,
hipétesis que seria confirmada afios mds tarde en el laboratorio por Heinrich Rudolf

Hertz. Esto constituy6 la unificacién del Electromagnetismo y la Optica.

Los fisicos del siglo S-XIX no estaban preparados para admitir que las ondas electro-
magnéticas se propagan en el vacio. Por ello, asumieron que existia una suerte de fluido
denominado éter presente en todas partes cuyas perturbaciones mecénicas se corres-
ponden con los campos eléctrico y magnético, del mismo modo que el sonido es una
vibracién en un medio material. Nunca se lleg6 a disponer de evidencia experimental
de su existencia. Con el advenimiento de las ecuaciones de Maxwell, la creencia ciega
de los cientificos en el éter empez6 a remitir. Esto es debido a que en la formulacién de
estas leyes no se advierte ningtin pardmetro relacionado con el éter. Mds aun, las ecuacio-

nes de onda del campo electromagnético son independientes del estado de movimiento del mismo,

31Por luz entendemos radiacién electromagnética de cualquier frecuencia.
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lo cual estd en contradiccion con la fenomenologia asociada a las ondas mecénicas. Por
otra parte, se encontrd que las transformaciones de Galileo entre dos sistemas de referencia

inerciales (entendiendo por inercial que en él se cumple la segunda ley de Newton)

X'=x—vt Y=y 7=z t =t
no dejan invariantes las ecuaciones de Maxwell, esto es, la forma de las leyes del Elec-
tromagnetismo dependerian del SRI escogido. Esto sugiere que existe un sistema de
referencia privilegiado en el que las ecuaciones de Maxwell se expresan de la manera

mas sencilla: aquel que se desplaza con el éter.

En las dltimas décadas del siglo XIX se efectuaron experimentos de complejidad crecien-
te para verificar de una vez por todas la hipétesis del éter, entre ellos el archiconocido
experimento de Michelson-Morley (1887), todos ellos desfavorables a esta creencia. Con-
trariados pero todavia no dispuestos a desechar la teoria del éter, los fisicos George
FitzGerald y Hendrik Antoon Lorentz introdujeron la nocién de contraccién de longi-
tudes, que permitia explicar la ausencia de pruebas experimentales favorables al éter.
A pesar de ser funcional, muchos objetaron que la contraccién de longitudes era una
conjetura ad hoc y que la formulacién matemadtica de la misma requeria la introduccién

arbitraria de un gran niimero de pardmetros.

En el desarrollo de su teoria de la contracciéon de longitudes, Lorentz arguy6é que un
fenémeno semejante afectaba al tiempo (maés tarde se bautizaria bajo el nombre dila-
tacion del tiempo). En el proceso, derivé una transformaciéon de coordenadas que si
debaja invariantes las ecuaciones de Maxwell: la transformacién de Lorentz
, x — ot , , , t—ox/c?
X = — y =y z' =z = ——
V1—102/c? V1—12/c2
A partir de estas transformaciones se deducen trivialmente tanto la contraccién de lon-

gitudes como la dilatacién de tiempos.
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3.1.2. La Relatividad Especial

En su articulo de 1905 titulado Sobre la Electrodindmica de los cuerpos en movimiento, el
fisico alemén Albert Einstein obtuvo las transformaciones de Lorentz sin asumir la exis-
tencia del éter y produjo, por consiguiente, una teoria equivalente a la de FitzGerald y
Lorentz que, ademads de partir de un menor ntimero de premisas, es mucho mds natural.
Asi, el dogma del éter terminé por disiparse y se impuso la Teoria de la Relatividad de

Einstein.

Los dos postulados de la Relatividad Especial eran conocidos con anterioridad a la pu-
blicacién del articulo de 1905. En concreto, ambos fueron enunciados o anticipados de
una manera u otra por el matematico francés Henri Poincaré. El primero es una genera-

lizacién del principio de relatividad de Galileo y reza asi

Primer postulado: La forma de las leyes de la Fisica es la misma en todos los sistemas

de referencia inerciales.

En consecuencia, no existen sistemas de referencia privilegiados, dado que son todos
equivalentes. Por tanto, quedan abolidas tanto la teoria del éter como la hipétesis del es-
pacio absoluto consagrada por Isaac Newton. Sorprendentemente, las ecuaciones de Max-
well estdn en total consonancia con este postulado, dado que no dependen de los estados

de movimiento del emisor o del receptor de ondas electromagnéticas.

La aceptacion de este postulado nos llevaria ademas a sustituir la transformacion de
Galileo por otra que preserve la forma de las ecuaciones de Maxwell (que no es sino
la transformacién de Lorentz). Sin embargo, las transformaciones de Galileo se conocen
desde hace siglos y su bondad estd més que comprobada experimentalmente. ;Cémo es

entonces que no son correctas? De momento, obviaremos este hecho.

El objetivo de Einstein era seleccionar un conjunto de postulados que fijaran univoca-

mente la transformacién de coordenadas fisicamente aceptable entre sistemas de refe-
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rencia inerciales. Guiado por principios de economia y naturalidad, probé que bastaba

con afiadir el siguiente segundo postulado

Segundo postulado: La velocidad de la luz en el vacio es la misma en todos los

sistemas de referencia inerciales.

Para un cientifico que no supiese de las leyes de Maxwell y sus consecuencias, este postu-
lado serfa completamente absurdo. No obstante, de acuerdo con las ecuaciones de ondas
electromagnéticas que se siguen de las anteriores leyes, la luz en el vacio se propaga a
velocidad constante ¢ = 1/,/¢pjig. Podria entenderse que el segundo postulado es una

consecuencia del primero, pues la ecuacién de ondas es una ley fisica per se.

Cabe destacar ademds que la constancia de la velocidad de la luz es incompatible con
la transformacion de Galileo. En efecto, sean S y S’ dos SRI (= sistemas de referencia
inerciales) tales que S’ se aleja de S con velocidad relativa v. Un dispositivo ldser en
reposo con respecto a S emite un rayo de luz (velocidad c visto desde S). En virtud de la
transformacion de Galileo, un observador en S’ percibiria que el rayo de luz se propaga
con velocidad

dx' dx

x’:x+vt:>E:E+v:>c/:c+vyéc

Por el contrario, la transformacién de Lorentz si respeta este postulado.
3.2. La transformacion de Lorentz

3.2.1. Una derivacion

En esta seccién, obtendremos la transformacién de Lorentz partiendo exclusivamente de
los dos postulados de la Teoria de la Relatividad. Ha de hacerse notar que esta deriva-
cién no es la que Einstein incluy6 en su articulo original de 1905. Existen numerosas
maneras de proceder, y la que presentamos aqui es una de las mads sencillas, sin recurrir

a herramientas matematicas sofisticadas.
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Consideremos dos SRI, Sy s, desplazdndose uno con respecto al otro a una velocidad v.
Dotaremos a ambos sistemas de referencia de los tres ejes cartesianos (x,y,z) y (x',y/,2')
y de sendas coordenadas temporales no necesariamente idénticas ¢ y t'. Para facilitar las
cosas, tomaremos los triedros cartesianos con las mismas direcciones en los dos SRI (i.e.
el eje x paralelo al x/, etc.) y supondremos que la velocidad relativa v tiene la direcciéon
del eje x, de forma que las otras dos coordenadas espaciales no estardn involucradas en
el razonamiento matematico posterior. Los relojes asociados a cada SRI se sincronizaran
en el instante inicial t = # = 0, y sus origenes coincidiran en dicho instante. Nuestra
pretension es hallar unas ecuaciones de transformacién x' = F(x,t),t = G(x,t) que

satisfagan los postulados.

Disposicién de los ejes de los SRI en movimiento relativo.

En primer lugar, limitaremos nuestra btisqueda a transformaciones lineales, esto es, de la
forma x' = yx + at, t’ = Bx + ¢t, siendo 7, «, B, ¢ pardmetros a determinar. Para conven-
cerse de que ninguna transformacion no lineal es fisicamente aceptable, disponemos de

los dos razonamientos que siguen:

I) Si las transformaciones de coordenadas del sistema S al 8’ vienen dadas por dos
funciones F(x,t), G(x,t), los cambios de coordenadas de S’ a S se corresponderan
con sus inversas, F~1(x/,t),G~1(x/,t'). En general, la forma de una funcién y la

de su inversa no son la misma. Verbigracia, sea f(x) = x, entonces f~!(x) = x!/3.
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Asi, una transfomacién de coordenadas arbitraria no respetaria el primer postu-
lado, puesto que la transformacién de Lorentz es una ley fisica y su forma ha de
ser independiente del SRI. Las tnicas funciones que tienen la misma apariencia

matemadtica que sus inversas son las funciones lineales, f(x) = ax.

II) La condicién de homogeneidad del espacio (= carece de puntos distinguidos) obli-
ga igualmente a pedir linealidad en la transformacién de coordenadas. Esto es
coherente con nuestra intuicién. Asumiendo que la transformacién es también dife-
renciable, se puede construir un argumento riguroso de que homogeneidad implica

linealidad. Lo omitiremos en esta derivacion.

Una particula en reposo respecto de 8’ y situada en x’ = 0 es vista moviéndose con
velocidad constante v desde S. Dicho de otro modo, x = vt debe implicar x” = 0. Susti-
tuyendo en la ecuacién genérica x’ = yx + at se tiene que « = —v7, lo que restringe la

transformacion a x’ = y(x — vt).

Merced del primer postulado, la transformacién de coordenadas inversa, x = H(x/,t),
tendra la misma forma, excepto por el signo de la velocidad (mientras que S percibe
que S’ se aleja con velocidad v, S’ ve como § va distancidandose del primero en sentido

contrario, a velocidad —v): x = y(x' + ot’).

El resto es dejarse llevar por la Matemaética. Tomamos diferenciales en las transforma-
ciones directa e inversa y las multiplicamos

dx’ = y(dx — vdt)
— dxdx' = y*(dx — vdt) (dx' + vdt")

dx = y(dx" + vdt")

Equivalentemente

dx de’qtvdt’:> dx/dt — ,dx'/dt + v
dx —ovdt | dx dx/dt—o U dxd/ar

donde hemos dividido numerador y denominador entre dt o dt/, dependiendo del miem-

bro de la igualdad. Admitiendo que las coordenadas x, x’ van referidas a un rayo de luz
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propagéandose en el vacio, el segundo postulado implica que su velocidad es c en los dos

SRI: dx/dt = dx'/dt’ = ¢, con lo cual

c  ,c+w N 1
c—o e T A
El pardmetro -y se conoce como factor de Lorentz. Para abreviar la notacion, es frecuencte

escribir f = v/c de modo que y = 1/4/1 — 2. Llegados a este punto, conocemos

, x — vt X+ ot

X —m ——— —_— -

VP VP

Combinando las dos ecuaciones, despejamos t

p_ 1 ' 1 — ot 1—ovx/c?
b )

Hemos finalizado:

TRANSFORMACION DE LORENTZ PURA (BOOST)

I _ . o o r_ X _;
X¥=qx-vt) Y=y z=z f—7<t Cz) T ig

Para velocidades inferiores a la de la luz, v < ¢, el factor de Lorentz es estrictamente
mayor que 1. En particular, cuando las velocidades relativas son muy inferiores a la de
la luz, ¥ £ 1 y recuperamos la transformaciéon de Galileo. Esto hace presagiar que Ia
Mecinica Newtoniana es el limite de velocidades muy pequefias de la Relatividad Especial . De-
bemos entender, por ende, que la Mecdnica Newtoniana constituye un marco adecuado
para estudiar fenémenos fisicos compatibles con la condicién v < ¢, que se cumple
siempre en situaciones macroscépicas en las que el campo electromagnético no estd pre-
sente. Aunque resulte turbador, la Fisica no deja de ser un conjunto de aproximaciones y
modelos. La realidad tltima de las cosas esta con casi toda probabilidad fuera de nuestro

alcance.
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3.2.2. Algunas consecuencias

Definimos suceso como una coleccién de coordenadas (x,y, z, t) dadas con respecto a un
sistema de referencia inercial determinado. A la luz de la transformacion de Lorentz, las
coordenadas de un suceso (incluida la temporal) cambian al pasar de un SRI a otro. Es
por esto que se suele decir que espacio y tiempo son relativos. Sin embargo, el suceso posee

una realidad fisica que trasciende toda eleccién de coordenadas o sistemas de referencia.

Relatividad de la simultaneidad: Dado un SRI S con coordenadas asociadas (x,y,z,t),
la coordenada t se interpreta como el tiempo marcado por un reloj en reposo respec-
to de este. Consideremos dos sucesos Sj, S, cuyas coordenadas en S son (x1,Yy1,21,f)
y (X2,Y2,22,t). Para un observador en S, S1 y S, son simultdneos. Por el contrario, desde

un segundo SRI §/, los sucesos S1, S tienen coordenadas temporales distintas
vX1 VX
h=1(t-2) Bh=7(t-72)

Mas generalmente

Relatividad de la simultaneidad: Dos sucesos simultaneos en un SRI no tienen por

qué serlo en otro SRL

Dilatacién de tiempos: El resultado anterior pone de manifiesto que, usualmente, los
tiempos medidos por dos SRI en movimiento relativo difieren. A continuacién, hallare-
mos la expresién analitica que los relaciona. Antes de echar mano de la transformacién
de Lorentz, expondremos un experimento mental del cual se sigue que la constancia de

la velocidad de la luz compele a renunciar a la idea de tiempo absoluto.

Beny es uno de los alumnos mds pendencieros de su escuela. Tras sucesivas participacio-
nes en el juego de los patitos de la feria, fue recompensado con un puntero laser. A bordo
de un tren, extrajo el laser y lo dispuso verticalmente, apuntando al techo del vagén. Tan
pronto como presioné el interruptor vio un punto verde luminoso en la techumbre,

amén de su reflejo incandescente sobre el propio puntero. Casi igual de instantdnea fue
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la reprimenda que recibi6é por parte de su madre, que vislumbraba a su hijo marchar
desde el andén: jBeny, desconecta de una vez esa fuente coherente de fotones! Los bramidos se

advirtieron en toda la estacion.

Asignaremos sendos sistemas de referencia inerciales T (tren) y A (andén) a los dos
observadores involucrados en esta peculiar narracién. Notaremos V a la celeridad del
convoy referida al andén y L a la separacién entre el suelo y el emisor laser. Beny, cuyas
observaciones se rigen por el sistema de referencia T, encontrard que el rayo de luz va
al techo y regresa describiendo segmentos perpendiculares al mismo de longitud L. Por

tanto, el tiempo que consume en cubrir el trayecto completo es
At = —
c

¢Qué hay del observador que opta por experimentar el fenémeno desde la 6ptica del sis-
tema de referencia A? La irritada parienta, con respecto a la cual su hijo y el puntero son
objeto de una traslaciéon de velocidad uniforme V, asignara al rayo de luz un recorrido

semejante al que se muestra en el siguiente esquema

cAt 4 cAty

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Trayectoria del rayo de luz en el sistema de referencia A.

donde hemos asumido que la separacion vertical entre el disparador y el techo es la
misma en los dos sistemas de referencia (L). Aplicando entonces el teorema de Pitagoras
2 2
cAt A 2 VAt A 2L 1 2L 1
( 2 ) +< 2 ATV o -
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Como c es la misma en los dos SRI, llegamos a que Atr # At 4. Mds especificamente
At
V1—p?

Esto significa que, si madre e hijo portaran relojes funcionales, la madre observaria que

Aty = = YAt = Aty > Atr

su reloj se adelanta con respecto al de su vastago, de ahi la denominacién dilatacion de

tiempos.

Este misma conclusiéon puede derivarse directamente de la transformacion de Lorentz.
Sean S7 y S; sucesos cuyas coordenadas referidas a un sistema de referencia moévil 8’
son (x,y/, 2/, ')y (x,y,2/,t' + At'), respectivamente. En clave del sistema de referencia

tijo S, los sucesos tienen las siguientes coordenadas temporales
t4 At =t + At +ovx'/c?) t = (t +ox'/c?)

Calculando su diferencia, resulta

Dilatacion de tiempos

At = YA

Este fenémeno no debe interpretarse como un mal funcionamiento de los relojes que se
retrasan o adelantan. Al contrario, los cronémetros cuya lectura temporal se distorsio-
na segiin At = yAt’ son los que marchan adecuadamente. Evidentemente, con reloj nos
referimos a cualquier entidad que se vea afectada por el paso del tiempo, sin excluir el
tiempo biolégico (la dilatacién del tiempo es el fundamento de la versiéon simplificada

de la paradoja de los gemelos).

La dilatacién de tiempos es una suerte de ilusiéon que incumbe a todo reloj ajeno al pro-
pio observador. Desde su perspectiva, el cronémetro que porta consigo jamds se retrasa
o adelanta, incluso si se desplaza a velocidades préximas a c. El tiempo marcado por

este reloj se conoce como tiempo propio del observador, y se suele simbolizar por 7.
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Ejemplo: El muén es una particula subatémica que comparte todas sus caracteristicas
con el afamado electrén excepto su masa. La interaccién de rayos cdsmicos con las capas
externas de la atmoésfera genera un alto niimero de muones. Se sabe que la vida media
del muoén es de unos 1,56 - 107° s (es decir, en promedio, el muén se desintegrard trans-
currido ese tiempo desde su produccién). La velocidad del muén es elevada, pero no
lo suficiente como para alcanzar la superficie terrestre en ese tiempo. Los datos experi-
mentales nos hacen dudar de esta reflexién, pues se detectan muchos mas muones de
los que esta sugiere. La Relatividad Especial y, concretamente, la dilatacion de tiempos,
resuelven el dilema. Ciertamente, tomando como velocidad del muén v = 0,98c¢ respecto
del suelo terrestre, el factor de Lorentz vale v = 5. De esta forma, la vida media del
muén, medida desde la superficie de la Tierra, es aproximadamente 5 - 1,56 - 107° s, lo
que le permite recorrer una distancia cinco veces mayor que la predicha por la Fisica

Prerrelativista.

Contracciéon de longitudes: Témense ahora dos sucesos Sy, S, cuyas coordenadas en el
sistema fijo S son (x,vy,z,t) y (x + Ax,y,z,t), respectivamente. Usamos la transformacién
de Lorentz para obtener las coordenadas horizontales de estos sucesos vistos desde el

sistema movil §'
X'+ Ax = y(x+ Ax — ot) x' = y(x —vt)

Sustrayéndolas, se encuentra la relacion

Contraccién de longitudes

_AX
Y

Ax

Dado que Ax < Ax’, concluimos que todo cuerpo aparenta contraerse en la direcciéon
de su movimiento en un factor . A veces, se dice que Ax’, la extension del cuerpo en
el SRI respecto del que se halla en reposo, es su longitud propia. Tanto la dilataciéon de

tiempos como la contraccién de longitudes se producen solo en esta direccién, puesto
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quey =y,z =z

Ejemplo: En el apartado anterior, lidiamos exitosamente con la discrepancia entre los
datos tedricos y experimentales de la desintegracion del muén, analizando el problema
desde un sistema de referencia en reposo con respecto a la superficie de nuestro planeta. jPero
el muén no ve su vida media dilatada desde su propio SRI! Lo que si experimenta el
leptén es una contraccién del tamafio de las dimensiones de la atmésfera en la direccién
del movimiento, en un factor v = 5. Su evolucién temporal no se ralentiza, mas ha de

recorrer una distancia aparente menor hasta alcanzar la corteza terrestre.

3.2.3. Adicion relativista de velocidades

Segun Galileo y otros cientificos “absolutistas’, las coordenadas de dos sistemas de refe-
rencia inerciales estdn relacionadas segiin x’ = x — vt. ;Cémo estan ligadas las velocida-
des? Basta con derivar ambos miembros de la igualdad respecto al tnico tiempo del que

tiene sentido hablar en Fisica Prerrelativista, el tiempo absoluto t, arrojando V' =V — v.

Es una verdadera desgracia que las transformaciones buenas, las de Lorentz, son algo
mas complejas y, en particular, no contemplan un tiempo absoluto. Por lo tanto, la cues-
tiéon antes formulada en terreno relativista carece de una respuesta tan directa como lo
era derivar con respecto al tiempo. ; Qué tiempo? Cada observador empleard el tiempo aso-

ciado a su SRI.

Explicitamente, dado un cuerpo moévil de coordenadas espaciales (x/,y/,z') en S, les

serdn asignadas las siguientes componentes a su vector velocidad

dx’ dy’ dz’
! !/ I _
ST T T

E igualmente, mutatis mutandis, en S. Partamos, pues, de la transformacién de Lorentz

des’as
/ ! / / , X!
x=y(x' +ot) y=y z=12z t=1 t—i——cz
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Diferenciamos todas estas expresiones

/
dx = y(dx' +odt))  dy=dy  dz=d7  dt=1~ (dt’ + Uf,f )

De esta forma, se tienen los cocientes

dx _ dx' +odt dy _ dy’ dz _ dz’
dt — dt' +ovdx'/c? dt — y(dt' + vdx'/c?) dt — y(dt +vdx'/c?)

Los miembros izquierdos de estas ecuaciones son las componentes de la velocidad en el
sistema S, (ux,uy, u;). Para terminar, dividimos los numeradores y los denominadores

de los miembros derechos entre dt’, obteniendo

Transformacion de velocidades

/ / !
Uy + 0 uy U,

1 + oul./c? "y = v(1 4 vul /c?) e = v(1 4 vul,/c?)

Ux

Es menester cerciorarse de que la transformacién encontrada cumple:

I) Se reduce a la transformacion de Galileo en el limite v < c. Afirmativo, puesto que, en

el citado limite, v = 1 y el sumando vu’,/c? es perfectamente despreciable. Asi

/ /

Uy =u,+v uy = 1, u, = u,

II) Respeta el postulado de la constancia de la velocidad de la luz. Afirmativo. Digamos

/

v =0 ul = 0, entonces

[
que uy = c,u

B c+v _Cc-l—v_c
149v/c c+v

Ux

Textualmente, un rayo de luz que se propaga en la direccién del eje x lo hace a
velocidad ¢ en todos los sistemas de referencia inerciales no rotados entre si. ;Qué
sucede si el rayo se mueve en otra direccién, por ejemplo uy = 0,u;, = c,u; = 0?

La transformacion de velocidades devuelve

o

Uy =10 uy=—=c\/1-p? u, =0
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Resulta una velocidad con mds de una componente. Empero, su mddulo, en confor-

midad con nuestro estimado segundo postulado, habria de seguir siendo c. Pues

[ull = \/vz+c2(1—ﬁ2) = \/vz+c2 (HZ’—E) =c

3.3. Dinamica Relativista

bien

3.3.1. ;Masa relativista?

Hasta ahora, analizamos cémo los postulados de la Relatividad condicionan el movi-
miento de particulas libres (i.e. no aceleradas) sin preocuparnos por las causas motrices
(Cinemitica Relativista). En el resto de esta introduccién elemental a la teoria de Einstein
et al, introduciremos algunas nociones de Dindmica Relativista. Esperamos que el lector
no se sienta decepcionado al no encontrar una generalizacion satisfactoria de fuerza a
este inverosimil marco tedrico. Sirva de consuelo que, al menos, si hallard cantidades de

movimiento y energias relativistas.

(A qué vienen las interrogaciones en el titulo de esta seccién? Si bien fue algo com-
pletamente estdndar durante las décadas posteriores al nacimiento de la Relatividad, el
concepto de masa relativista ha sido vilipendiado por cuantiosos doctos y doctas en la
teoria einsteiniana a causa de su naturaleza abstrusa. El autor de estos apuntes pertenece
a este colectivo (quizd no tanto por docto como por detractor). Por desfortuna para é€l,
ante la imposibilidad de colegir argumentos que justifiquen su encono para con la masa
relativista sin que el lector disponga de conocimientos acerca de esta vaina, mantendré

una ideologia neutral que cesara abruptamente unas paginas mas adelante.

Iniciémonos en el insélito mundo de la Dindmica Relativista por medio de un gedan-
kenexperimenﬁ Se tienen dos SRI S y 8’ de ejes horizontales (x) coincidentes, como es

costumbre, y velocidad relativa v. En el eje vertical (y) de cada SRI hay ensartada una pe-

32 Experimento mental. Término acufiado por el fisico y pensador austriaco Ernst Mach, una de las

fuentes de inspiracién de Albert Einstein.
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Disposicién de los SRI y las esferas en un instante anterior a la colisién.

quenia esfera de masa en reposo my (si solo es posible medir la masa de un cuerpo cuando
se encuentra en reposo con respecto al instrumento de medicién, ;por qué empefiarnos
en utilizar la denominacién en reposo?), una en el semieje positivo y la otra, en el nega-
tivo. Ambas estdn dotadas de una velocidad constante u dirigida hacia el origen de sus
respectivos SRI. Cuadramos la cosa para que los origenes de los SRI se superpongan en
el instante en el que las dos esferas los alcanzan, origindndose una colision eldstica entre
los bolondros (no tendria por qué ser eldstica, es algo que imponemos nosotros con el

objeto de simplificar la situacion).

Como parece que el leitmotiv de la Relatividad reza todo es relativo (¢no decian que la
Fisica era objetiva?), convendremos en adjudicar masas m y m’ a las esferas, percibidas
en movimiento desde el sistema de referencia inercial en reposo (jtambién relativo!) S.
Tirando de la definicién newtoniana, las cantidades de movimiento p = mv de las

esferas, antes y después del chosquin, vienen dadas por
Pbefore = (0/ mu, 0) p]/:)efore = (mlvf _m/u/,)/’ O)

Pafter = (0/ —mu, 0) palafter = (m,v, mlu/’)/,())

donde se ha tenido en cuenta que, al ser la colision eldstica y unidimensional, las esferas

salen despedidas con la misma velocidad modular de la que estaban animadas inicial-
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mente. En ausencia de fuerzas, la cantidad del movimiento total es una constante del

movimiento. De ser asi, igualando las componentes verticales
/ _ / I __
mu—mu/y=-—-mu+mu/y=— m =ym

El resultado es independiente de la velocidad con la que las esferas se aproximan al
origen, u. En particular, en el caso u = 0, m = mg por encontrarse esta esfera en reposo
respecto de S. Esto implica que un observador afincado en S veria la masa de la esfera
en movimiento incrementada en un factor -y (variacion relativista de la masa). Por tanto, su

cantidad de movimiento es

Cantidad de movimiento relativista

mv

P:’WZV:—/l_—ﬁz

Concluido el experimento mental, nos preguntamos: ;Es estrictamente necesario juzgar
que la masa de las esferas depende de su estado de movimiento? En absoluto. Resulta
que, a efectos formales, es indiferente considerar la expresion de la masa relativista tal y
como se acaba de derivar o aceptar que la masa es invariante y modificar la definicién de
cantidad de movimiento a p = ymv (recuperdndose la férmula newtoniana para v < c).
En definitiva, estamos ante una cuestién de preferencias. En lo que sigue se esgrimen
algunos de los motivos por los que la mayoria de los fisicos actuales han repudiado la

idea de masa relativista:

I) So pena de que tanta relatividad nos produzca una indigestién, es oportuno apro-
vechar que se nos ha concedido la oportunidad de preservar sin rectificaciéon esen-
cial uno de los conceptos fundamentales de la Mecdnica Newtoniana: la masa iner-
cial. Porque si admitimos que los cuerpos carecen de una masa inherente a su cons-
titucién e independiente del movimiento, ;entonces qué nos queda? ;Son todas las
magnitudes fisicas conocidas hasta ahora vanas quimeras? Estamos a tiempo de

conservar algo del sabor parmenideo del que gozaba la Fisica de toda la vida (pos-
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teriormente revelaremos que ni siquiera esta masa mg es inmutable, y que las leyes

de conservacion precisardn ser revisadas).

II) El que la masa varie con el estado de movimiento del cuerpo puede inducir a pen-
sar que también lo hace su constitucién interna. Esto es, como poco, desacertado.
Si nos limitamos a actualizar la definiciéon de cantidad de movimiento, que ha sido
una funcién del movimiento desde que fue concebida por Newton, no se genera

tal confusion.

III) Uno de los objetivos de aquellos que utilizan la masa relativista 11, es mantener la
forma de las ecuaciones de la Mecanica Newtoniana, e.g. p = mv. No obstante,
no es cierta la regla 'lo que era verdadero en Fisica Newtoniana lo sigue siendo en
Fisica Einsteiniana salvo intercambio de m por m,’, e.g. F # myea por lo general.
Esto hace que adherirse a la masa relativista sea algo arriesgado, sobre todo si no

se domina conceptualmente la Teoria de la Relatividad.

En base a las razones anteriores y a otras que se enunciardn mds adelante, abandonare-
mos la masa relativista y trabajaremos tinicamente con la masa en reposo o, sencillamente,
masa (en Relatividad Especial, no nos preocuparemos por hacer la distincién entre masa
inercial y masa gravitatoria. Como la gravedad estd ausente, se sobreentenderd que nos

referimos siempre a la primera).

3.3.2. Energia relativista

En el contexto de la Mecédnica Newtoniana, existen dos procedimientos para abordar
la resoluciéon de un problema: ora se listan todas las fuerzas actuantes y se aplica la
segunda ley de Newton, ora se echa mano de la conservacién de la energia. Matemati-
camente, la segunda via tiende a ser la més viable. En Mecdnica Analitica, un formalismo
posterior a la Mecanica de Newton pero fisicamente equivalente a la misma, se estudia
la evoluciéon temporal de los sistemas mecanicos a partir de las funciones lagrangiana y
hamiltoniana, que dependen directamente de las energias cinética y (en la mayoria de los
casos de interés) potencial de estos. La Mecinica Cudntica, que debe buena parte de su

formulacién a la de Hamilton y Lagrange, es una teoria eminentemente energética. Algo
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parecido acaece en Relatividad: conforme se progresa en su estudio, mas se ocultan las

fuerzas y més se dejan ver las energfias.

Con el fin de encontrar la expresién de la energia relativista de una particula de masa m
inicialmente en reposo, rescataremos de la Fisica de Newton la siguiente férmula pa-
ra determinar el trabajo elemental dW efectuado por la fuerza F al producir sobre la

particula un desplazamiento dr

B _dp B dr
dW—F-dr—E dr = dp E—dp \%

En virtud de la regla del producto o de Leibniz de la derivada
djp-v)=dp-v+p-dv=-dp-v=d(p-v)—p-dv

El momento relativista guarda relacién con la velocidad de la particula

. mv
TR

Por tanto, usando que g = v/c

2 242 2
IW — 4 mo _omv . mc*f _ mcp dp
V1—pB2? V1— B? V1— B? V11— B?
Finalmente, integramos entre 0 y cierto valor de B (esto es, entre las velocidades inicial

y final). La integracién que queda es inmediata

B mc2 B2 m2f ( B2
W= d — dp| =mc® | ———+/1-p2—1
0 [ ( /1/;2) /1— p2 V1—p?
1
2 2
=mc’ | ——=—-1| =mc(y—1
(W > (r=1)
Asi, la energia cinética que adquiere la particula al pasar de velocidad 0 a B (teorema de

las fuerzas vivas, W = AE, = AT) es
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Energia cinética relativista

T =mc*(y—1)

2 invo-

A diferencia de la energia cinética prerrelativista, T = mc?(y — 1) = ymc? — mc
lucra dos sumandos, uno de los cuales es independiente de la velocidad de la particula,
i.e. mc?. A priori, esto no parece tener mucho sentido. Con la pretensién de asegurar-
nos de que el resultado alcanzado es bondadoso, supondremos que v < ¢, buscando
recobrar T 2 mov?/2. La burda aproximacién v = 1 arroja T = 0 y no es funcional en
este contexto. Hemos de ser algo més cuidadosos: Desarrollaremos T = T(p) en serie de
TaylorEl entornoa f =0

1 3 5
T = (mc2+§mvz+§mv4+ﬁmv6+...) — mc?

Cuando v < ¢, los términos de orden 4 y superior son despreciables. Podemos, de este

modo, suspirar aliviados al ver que T = mo?/2.

Siguiente reto: dotar de una interpretacién placentera al término constante mc?. Es claro
que tiene dimensiones de energia y que es una cualidad inherente a la particula, exenta

de relatividad. Aunque se trata de una hipétesis impensable fuera de este marco tedrico, lo

2

mads natural es postular que mc” es una energia que la particula posee con independencia

de su estado de movimiento. En tal caso, su energia total vendria dada por E = T +

2

mc? = ymc?, donde ya no figura ningtin sumando constante.

Energia total relativista

E = fymcz

%Dada una funcién real de una variable f(x), su serie de Taylor asociada centrada en xy es la suma
infinita ), fT(,XO) (x — x0)", siendo f") la derivada n-ésima de f. Si la funcién es lo suficientemente bien

comportada, su serie de Taylor converge a esta en cierto entorno de xy.
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El asignar cierta energia a un cuerpo por el simple hecho de ser masivo es un atrevi-
miento osado con serias implicaciones précticas. Para empezar, cuesta creerlo, ya que
en nuestra vida rutinaria no somos sorprendidos por desapariciones y apariciones es-
pontdneas de cuerpos extensos. ;Se ha observado experimentalmente la conversiéon de
masa en otras clases de energia, e.g. energia cinética o radiacién? No solo la respuesta es
un rotundo Si, sino que, ademas, algo mas del 70 % de la energia consumida en Francia
se genera gracias a este fendmeno inédito. El siguiente ejemplo evidencia su descomunal
eficiencia:

Ejemplo: El

4. Termodinamica del equilibrio y geometria de contacto -

Motivacion

4.1. Formas diferenciales y termodinamica

Podria decirse que la fisica es una coleccién de modelos que tratan de describir, siem-
pre con cierto grado de idealizacion, determinadas parcelas del universo sensible. Como
buena teoria fisica, este es el caso de la termodindmica del equilibrio, que gira en torno
a una de las mds fantasiosas idealizaciones. En efecto, en esta disciplina, todo siste-
ma se postula permanentemente en equilibrio termodindmico, por lo que dicho estado,
diriamos, habria de permanecer eternamente inalterado. Sin embargo, de forma aparen-
temente paraddjica, se resuelven problemas de gases que se expanden o medios que se
magnetizan. Para ello, se admite que la evolucién del sistema procede siempre por me-
dio de estados de equilibrio termodindmico, requiriendo por tanto un tiempo infinito
para completar el proceso, que denominamos cuasiestitico. De esta manera, los pardme-
tros termodindmicos varian de manera suave y estdn bien definidas sus derivadas con
respecto a algtin pardmetro de evolucién (que no tiene por qué tomarse igual al tiempo).
Ademés, tal variacion ocurre tan lentamente que tiene sentido considerarla infinitesimal.
Es por eso que las ecuaciones de la termodindmica vienen generalmente expresadas en
términos de diferenciales (lo que tradicionalmente se conoce como ecuaciones pfaffianas).
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Por ejemplo, el primer principio suele escribirse
dU =TdS—Y X;dy;+ Y uidN;
i i

Las ‘cantidades’ dS, dy;, dN; pueden entenderse meramente como infinitésimos cuya in-
tegracion produce un valor finito o, desde una perspectiva mds sofisticada e iluminadora,
como formas diferencialeﬂ Muchos conceptos y resultados en termodindmica adquieren
un sentido natural cuando se utiliza el segundo enfoque. En los cursos estdndares de
esta materia se establece una diferencia fundamental entre magnitudes como la entropia
y la energia interna, por una parte, y el calor o el trabajo, por otra: solo las primeras
son funciones de estado, esto es, dependen exclusivamente del estado del sistema en el
momento de su mediciéon. Dicho de otra manera, la variaciéon de energia interna o de
entropia no es funcién de la trayectoria que la evolucion del sistema realiza en el espacio
de parametros termodindmicos, apenas importan sus extremos. Esto se traduce en que,
infinitesimalmente, energia interna y entropia son formas diferenciales exactas, no asi el
calor o el trabajo, cuya integral entre dos puntos depende en general del camino escogi-

do para conectarlos.

Puede ocurrir que, no siendo una forma diferencial exacta, el producto de esta por una
funcién, denominada factor integrante, lo sea. En verdad, lo que se requiere es que esta
forma diferencial sea cerrada. Ahora bien, en lo que sigue supondremos siempre que
las variedades diferenciables sobre las que definimos todo el aparataje son simplemente
conexas, de manera que las formas cerradas y las exactas coinciden. Esto sucede con el
calor, pues de multiplicar Q por el inverso de la temperatura 1/T resulta exactamente
la entropia dS. El teorema de Carathéodory, a veces abstruso cuando se estudia desde
el approach clésico, se desprende facilmente en clave geométrica. Este afirma que en
todo entorno de un estado termodindmico existen estados inaccesibles por medio de
un proceso adiabdtico cuasiestatico. Geométricamente, un proceso es una curva y : I C

R — #, donde .# es el espacio de estados termodindmicos al que hemos dotado

%*De hecho, esta es tipicamente considerada la forma més rigurosamente correcta de interpretar todas

las cantidades diferenciales en fisica y matematicas.
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de estructura de variedad diferenciable@ Si 6Q € AY (. )m la curva <y representa un

proceso adiabético cuando 6Q(7') = 0 para todos sus puntos. Invocamos ahora que

_Q

as -

— 6Q = TdS

d
0Q(1") = TdS(y") = T+'(S) =T = (yS) =0
Por tanto, no es posible ir entre estados de diferentes entropias a través de un proceso

adiabéatico cuasiestéatico.

4.2. Primer principio y forma de contacto

Consideremos, por simplificar, un sistema termodindmico simple que satisface el primer
principio en la forma

du=TdS —pdV (2)
Equivalentemente, estamos postulando la nulidad de la 1-f0rmaE|
n=dU—-TdS+pdV =0

No obstante, 7 no es idénticamente nula en .#, solo lo es a lo largo de las curvas que
implementan procesos cuasiestaticos de algtn sistema termodindmico. Vamos a probar

que cierto producto de 77 y su derivada exterior dy si se anula. Tenemos
dy =dp NdV —dT ANdS

nAdy=dUNdp AdV —dUAdT AdS —TdSAdp AdV — pdV AdT AdS

dg Ndy = =2dp NdV NdT NdS

%En las referencias de termodindmica geométrica se da a .# el nombre de espacio de fases termodindmico,
en similitud con el espacio de fases en mecdnica clasica. Se vera a medida que avancemos en nuestro
estudio que hay cuantiosos puntos en comtin entre los formalismos geométricos que subyacen la mecanica
y la termodindmica, hasta el extremo de que el segundo (la geometria de contacto) se describe como la

extension del primero (la geometria simpléctica) a variedades de dimension impar.
%Igualmente, podriamos haber escrito 6Q € I'(T.#*)
% Algunos autores llaman a 7 la forma de Gibbs.
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nA(dn)? = —2dU Adp NdV AT A dS

Vemos que 17 A (dn7)? # 0, pero que cualquier producto de # o di con este es cero. Las
1-formas con la citada propiedad se conocen como formas de contacto. De este modo, la
primera ley de la termodindmica dota al espacio de parametros termodindmicos de una
estructura de contacto natural, esto es, la dupla (., 7). Podria pensarse que introducir la
forma de contacto supone una complicacién innecesaria, pero, como veremos, la termo-
dindmica del equilibrio puede formularse de manera sencilla y elegante por medio de

esta estructura.

¢Son la estructura de contacto y la forma precisa del primer principio (2) genuinamente
equivalentes? La respuesta es afirmativa y se sustenta en el celebrado teorema de Darboux,
en virtud del cual cualquier 1-forma de contacto « (en el caso 5-dimensional) se escribe
(al menos localmente) como &« = dU — T dS + pdV para algunas funciones U, T, S,p,V a
las que se dota entonces de su significado fisico habitual y se tratan como las coordena-

das del espacio termodindmico, motivo por el que se les llama coordenadas de Darboux.

4.3. Sistemas termodindmicos y subvariedades de Legendre

Tradicionalmente, un sistema termodindmico concreto (en equilibrio) se define a través
de un conjunto de ecuaciones de estado que ligan las variables termodindmicas, exigiendo
el cumplimiento de la primera ley de la termodindmica (2). Por ejemplo, para los siste-
mas termodindmicos simples de la seccién anterior, lo habitual es introducir dos liga-
duras f(p,V,T) =0y ¢(U,V,T) = 0, denominadas ecuaciones térmica y energética de
estado, respectivamente, e imponer el primer principio, que es equivalente a establecer
una tercera ecuacién h(S,V,T) = 0 para la entropia. ;Cudl es el significado geométrico
de los anteriores trapicheos? El espacio de pardmetros termodindmicos sin constrefiir,
que antes habiamos simbolizado por .#, es una variedad diferenciable de cinco dimen-
siones. A primera vista, no hay motivos para no tomar .# = R® y lamar (U, S,p,V,T)
a sus funciones coordenadas. Cada una de las relaciones f = 0,¢ = 0,/ = 0 define, si es

lo suficientemente bien comportada, una subvariedad de .#, una regién cuya dimension
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es la total menos una (5 —1 = 4), porque una de las variables termodindmicas queda
expresada como funcién del resto. Si requerimos las tres condiciones simultdneamente,
estamos limitdndonos a la regién que resulta de intersecar tres subvariedades de dimen-
sién 4 y que tendra, en general, dimensién 2. Por eso, un sistema termodindmico simple

se correspondera con una subvariedad bidimensional . C .Z.

Yendo hacia una formulacién mas geométrica y abstracta de la termodindmica del equili-
brio, ;bastaria con postular que un sistema termodindmico es una subvariedad bidimen-
sional? No, ya que esto no garantiza la primera ley de la termodindmica. Recordemos
que en la seccién previa codificamos dicha ley en la 1-forma de contacto #, diciendo
que (@) se satisface si 77 se hace cero. Asi pues, un sistema termodindmico vendria da-
do por una subvariedad sobre la que la 1-forma de contacto es cero. [Pero esta tltima
afirmacién no es del todo rigurosa, ya que 7 estd definida sobre todo .#, mientras que
una definicién geométricamente satisfactoria de sistema termodindmico debe ser lo més
intrinseca posible]. Ahora bien, 77 induce una 1-forma sobre la subvariedad 7 ¢ dada por
su pullback bajo la aplicacién inclusién i : £ — .#, es decir, 1 = i*5. La condicién
para que .Z represente un sistema termodindmico en equilibrio es, pues, que 7 = 0.
Puede verse que de 77 A (dn)? # 0 se sigue que toda subvariedad sobre la que 7 = 0
tiene dimensién méxima 2. En el contexto matemaético de la geometria de contacto, estas

subvariedades se conocen como subvariedades de Legendre.

4.4. Potenciales termodinamicos y transformada de Legendre

Si bien antes mencionamos que son necesarias, normalmente, varias ecuaciones para
especificar por completo un sistema termodindmico, a veces basta con solo una, sujeta al
primer principio. Ciertamente, dada la energia interna en funcién de S y de V, esto es,

U(S, V), su diferencial es

ou ou
au = 3 as + FYa av
Comparando con (2), deducimos que
ou ou
1= P= "
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Estas dos ecuaciones de estado, combinadas con la primera ley, definen univocamente
una subvariedad de Legendre, y han sido engendradas a partir de U(S, V). Acostumbra
a decirse que, en conteniendo toda la informacién relativa al sistema termodindmico,
U(S,V) es una ecuacion fundamental y que S,V son las variables naturales de la energia

interna, ya que solo en funcién de estas cualifica como ecuacién fundamental.

La férmula U(S, V) no es la tinica ecuacién fundamental, y en los textos de termodindmi-
ca figura toda una hueste de funciones que, expresadas en términos de sus correspon-
dientes variables naturales, son equivalentes al conocimiento de esta primera. Las mds
sonadas son la entalpia H(S, p), la funcién de Helmholtz F(V,T) y la funcién de Gibbs
G(p, T). Nos referiremos a estas, a la energia interna y a otras que hemos omitido como
potenciales termodindmicos. El motivo por el que todas almacenan la misma informacién
es que no se trata de funciones independientes, sino que se obtienen las unas de las otras

por medio de transformadas de Legendre
H=U+pV G=H-TS F=U-TS

¢Coémo entroncan estas consideraciones con la descripcién basada en geometria de con-
tacto? Demostraremos que toda subvariedad de Legendre es generada por una funcién
de dos variables f(S,V), f(S,p), f(V,T), f(p,T) de una manera concreta (y que se en-
tenderian como la energia interna, entalpia, funcién de Hemholtz o funcién de Gibbs
del sistema, respectivamente). Denotando@ ' = S,4> =V,p = T,po = —p, enton-
ces cualquiera de estas funciones presenta la dependencia f(p;,¢/) dondei € I,j € J e
I,] € {1,2} constituyen una particiérﬂ de {1,2}. En condiciones propicias, f permite
construir, al menos localmente, la subvariedad bidimensional que es lugar geométrico
de las ecuaciones
qi:—aa—]i szg—;j U=f—Zpi§—£
iel !
Obsérvese que la postrera ecuacion es la version general de la transformada de Legendre

tal y como se estudia en los cursos de termodindmica. Las dos primeras férmulas son

%Esta notacién es también propia del 4mbito de la mecanica tedrica.
Pruj={12}, IN] =0
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ecuaciones de estado para los dos parametros termodindmicos restantesP_Ul Asi, segtin es-
cogamos un potencial termodindmico u otro, tendremos distintas parametrizaciones de
una misma subvariedad de Legendre. La multiplicidad de potenciales termodindmicos
es por tanto andloga a la libertad en la eleccién de coordenadas o de bases. La subvarie-
dad de Legendre, i.e. el sistema termodindmico, desde esta perspectiva geometrizada,

existe mas alla de que establezcamos una de sus ecuaciones fundamentales.

Siendo rigurosos, habriamos de probar que todas las ideas del parrafo previo son con-
sistentes entre si. El teorema asevera que a toda subvariedad de Legendre corresponde,
al menos, una funcién f que la genera, pero cabe preguntarse en qué sentido dos fun-
ciones (posiblemente relacionadas por una transformada de Legendre) producen una
misma subvariedad. Argiiiremos que si f y f son transformadas de Legendre recipro-
cas, sus subvariedades de Legendre son difeomorfas, lo que implica que representan a
nuestros efectos el mismo sistema. Esto es consecuencia de que las transformadas de Le-
gendre se incluyen en una amplia clase de transformaciones que preservan la estructura

de contacto, a veces denominadas contactomorfismos.

4.5. Procesos termodinamicos y campos hamitlonianos de contacto

Sea X € T'(T.#) un campo vectorial sobre el espacio termodinamico .#. Las curvas
integrales de X, recogidas colectivamente en su aplicacién flujo, definen la evolucién de
los pardmetros termodindmicos a medida que se incrementa el pardmetros de la curva
T, que no debe interpretarse como el tiempo fisico por la naturaleza cuasiestatica del
fenémeno. Es a través de estas curvas que abstraemos los procesos que llevan a un sis-
tema termodindmico en equilibrio de un estado inicial a un estado final, mas no todas
las curvas cumplen con el propédsito. Si aspiramos a analizar los devenires de un siste-
ma particular, lo que geométricamente se traduce en restringirnos a su subvariedad de
Legendre .Z, una curva v podra codificar una cierta evolucién del sistema si estd conte-

nida en .Z. De lo contrario, 7y constaria de puntos que no representan ningtn estado de

40Y recuerdan a las ecuaciones de Hamilton.
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nuestro sistema. Para que las curvas integrales de X no abandonen la subvariedad, es
preciso que X sea tangente a .. Por ende, se tendrd 7(X) = 0 para todos los puntos de
Z, en cuyo caso cada (segmento de) curva integral de X se corresponde con un proceso

del sistema.

Solo las curvas contenidas en una subvariedad de Legendre incorporan procesos termo-
dindmicos fisicos, pero algo no tiene por qué ser fisico para despertar nuestro interés.
En el mundo de la termodindmica geométrica no es extrafio contemplar campos cuyas
curvas integrales intersecan una sola vez a cada elemento de una familia de subvarie-
dades de Legendre. Estas sirven pues para definir familias uniparamétricas de sistemas
termodindmicos o, dicho de otra manera, cGmo un sistema termodindmico se deforma
en otro de manera suave. El atractivo de esta construccién reside en que existen curvas
que ponen de manifiesto relaciones muy sutiles entre sistemas en apariencia por com-

pleto independientes, como sucede con el gas ideal y los agujeros negros cargados.

En mecdnica hamiltoniana, a cada funcién sobre el espacio de fases se hace corresponder
un campo vectorial cuyas curvas integrales producen una dindmica en la que dicha fun-
cién es una cantidad conservada y que obedece las ecuaciones de Hamilton, siendo el
hamiltoniano la funcién. En termodindmica geométrica encontramos la nocién andloga
de campo hamiltoniano de contacto asociado a una funciéon por medio de la estructura de
contacto, cuya interpretacion fisica no parece ser tan clara como en el universo simplécti-
co. Ademas, la dindmica del campo no tiene por qué preservar la funcién. A pesar de
todo, los campos hamiltonianos de contacto posibilitan la construccién de procesos ter-
modindmicos de manera sencilla, ya que se demuestra que un campo hamiltoniano de
contacto es tangente a una subvariedad de Legendre si y solo si la funcién a la que va

asociado se hace cero en la subvariedad.
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